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der Physik“ üblichen Form mit Angabe des Namens und Vornamen 
der Band-, und en aufzuführen. 
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ANNALEN DER PHYSIK. _ 


VIERTE FOLGE. BAND 75. 


1. Zur Quantenstatistik 
des Bohrschen Atommodelis; 
von Max Planck. 


i 
Bekanntlich lassen sich alle für den thermischen Zustand 


eines Körpers charakteristischen Größen auf eine einzige thermo- 
dynamische Funktion: die sogenannte Zustandssumme 
E 


(1) Z=Se 

zurückführen, deren Logarithmus, mit der Temperatur 7 multi- 
pliziert, den Ausdruck der freien Energie liefert: 

(la) F=—khTilogZ. 

Dabei bedeutet Z# die Energie des Körpers in irgendeinem 


quantenmäßig möglichen Zustand, und die Summation ist über at IE 
alle verschiedenen Zustände des Körpers zu erstrecken. Faßtt 


man die Summenglieder, welche zu einem bestimmten Wert 
der Energie Z gehören, zusammen, und charakterisiert den 


betreffenden Wert von Z durch die Ordnungszahl n, so kann 
man auch schreiben: : 


En 


Q) Z= 


wobei P, die Anzahl der verschiedenen Zustände des Körpers oom 


bezeichnet, welche die nämliche Energie Z, besitzen, Diese 
Zahl bildet das „statistische Gewicht oder die „thermodyna- 


mische Wahrscheinlichkeit“ der Energie Z,. Ihr Logarithmus _ 2 


ergibt die Entropie des Körpers bei der Energie £,. 

Nun hat sich bei der Quantenstatistik eines einzelnen 
Bohrschen Wasserstoffatoms, für welches die Energie der 
Ordnungszahl n: 
8) 
(» Masse, » absoluter Betrag der Ladung des Elektrons) die 
tigentiimliche Schwierigkeit ergeben, daß die Zustandssumme 
des Atoms, von n= 1 bisn = oo erstreckt, eine divergierende _ 
Reihe darstellt, und es fragt sich, wie dieser Schwierigkeit — 
zu begegnen ist. 
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M. Planck. 


Schon N. Bohr hat auf diesen Umstand hingewiesen) 
sich aber dabei auf die Bemerkung beschränkt, daß eine Sum. 
mierung über n von 1 bis oo nur dann statthaft ist, wen 
der für das Atom verfügbare Raum unendlich groß ist, und 
daß auch die Anwesenheit freier Elektronen in Betracht ge 
zogen werden muß. 

Näher ist auf diesen Punkt K. Herzfeld?) eingegangen, 
indem er annahm, daß die Bewegungen des Elektrons begrenzt 
sind durch eine kugelförmige, den Atomkern als Mittelpunkt 
umgebende feste Hülle mit dem Radius Z,, und damit zı 
wohl brauchbaren Resultaten gelangte. Indessen ist dabei der 
Umstand nicht ganz befriedigend, daß über die Größe von 
R, von welcher der Wert der Zustandssumme mit abhängt, 
nichts weiter bekannt ist, als daß sie von der Größenordnung 
der freien Weglänge der Atome ist und einen gewissen Mitte. 
wert darstellt, über den sich so lange nichts aussagen läßt, 
als man nichts näheres über die Wirkungen eines Zusammen 
stoBes mit einem Nachbaratom auf das kreisende Elektron 
weiß. Auch sieht man nicht recht ein, wieso ein Nachbar- 
atom das System der stationären Bahnen des Elektrons merk- 
lich beeinflussen kann, da es doch elektrisch neutral ist, und 
da unter der unbegrenzt großen Anzahl von möglichen 
Quantenbahnen, die nach allen Richtungen um ein Atom 
laufen, nur äußerst wenige in der unmittelbaren Nähe eines 
Nachbaratoms vorübergehen. 

Von einer anderen Seite her hat neuerdings in einer in 
haltreichen Arbeit R. Becker?) die Frage behandelt. Nach 
ihm wird die Konvergenz der Zustandssumme nicht dure 
eine Begrenzung der Anzahl n der Summenglieder erzwungen, 
sondern durch die Einführung "besonderer statistischer Ge 
wichte, welche den einzelnen Summengliedern als Koeffizienten 
beigegeben werden und welche bei unbegrenzt wachsen 
dem n verschwindend kleine Werte annehmen. Freilich ge 
langt man dann zu der bedenklichen Folgerung, daß die 


1) N. Bohr, Abhandlungen über Atombau, übersetzt vo 
H. Stintzing, (Vieweg & Sohn) 1921, S. 150. ee Arbeit 
aus dem Jahre 1916.) 

2) K. Herzfeld, Ann. d. Phys. 51. S. 261. 1916. 

8) R. Becker, Zeitschr. f. Phys. 18. S. 825. 1928. 
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statistischen Gewichte, die sich doch auf ein einzelnes Atom- 
modell beziehen müßten, vom spezifischen Volumen des Gases 
abhängen, — ein Umstand, der auch in der erwähnten Arbeit 
als höchst bemerkenswert und als eine erhebliche Einschrän- 
kung des „a priori“-Charakters der statistischen Gewichte be- 
zeichnet wird. Ganz umgangen wird die Berechnung der Zu- 
standssumme in einer Arbeit von E. Fermi’), der zur Be- 
stimmung der Entropie eine rein thermodynamische Methode 
benutzt. 

In der folgenden Notiz beabsichtige ich zu zeigen, wie 
man auf direktem Wege den Wert der Zustandssumme (1) 
und damit die freie Energie (la) des Gases ohne jede Un- 
bestimmtheit berechnen kann, wenn man das nämliche Ver- 
fahren einschlägt, welches ich bei anderer Gelegenheit?) zur 
Berechnung der freien Energie eines idealen Gases mit un- 
verinderlichen Atomen benutzt habe. 


I 


Als Vorbereitung für das Folgende berechnen wir zunächst 
den Ausdruck der Zustandssumme für denjenigen Zustands- 
raum, welcher gebildet wird von einem einzigen Atom mit 
ruhendem positiven Kern, im Volumen 7 bei der Temperatur 7. 
Dann ist die Zustandssumme: 

(4) z=De 

zu erstrecken über alle quantenmäßig möglichen verschiedenen 
Zustände des Atoms, oder, da der Kern fest liegt, über alle mög- 
lichen Zustände (Lagen und Geschwindigkeiten) des Elektrons. 
Die Energie « des Atoms kann negative oder positive Werte 
saunehmen. Im ersteren Fall bewegt sich das Elektron auf 
einer Ellipse, dann ist s der Quantenbedingung (3) unter- 
worfen; im zweiten Fall ist die Bahn des Elektrons hyper- 
bolisch, dann ist & als stetig veränderlich anzusehen. Wir 
zerlegen daher die Zustandssumme z in die beiden den posi- 
tiven und den negativen « entsprechenden Teile, und unter- 
teilen außerdem den zweiten Teil noch einmal, indem wir setzen: 


6) 
1) E. Fermi, Zeitschr. f. Phys. 26. $. 54. 1924. NEN 
2) Theorie der Wärmestrahlung, 5. Aufl. § 182. 1923. | Bade 
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Es soll also umfassen: ra 
Werte 0 
| die Werte co > e> 
(6) ” ” 0 >ı> 
| 23 ” — 0. 
Dabei wählen wir « so, daß hy 


wo R eine beliebige Strecke von der Größenordnung WW 
bedeutet. Natürlich ist diese Festsetzung nur dann möglich, 
wenn 


2 2\3 
6) R>> jp oder F>>(Z5) 


eine Bedingung, die in allen praktischen Fällen als erfüllt 
anzusehen ist. 

Wir berechnen nun nach der Reihe die Summen z,, 2,2, 
Nach den eingeführten Annahmen lassen sich die beiden ersta 
Summen als Integrale schreiben. Da das Elektron drei Fre: 
heitsgrade besitzt, so ist die Größe eines Elementargebiets ii, 
und wir erhalten zunächst: 


(10) odo =p ‘gdqdQ, ‚rdrdQ,, 


während g die Geschwindigkeit, r die Entfernung des Ele: 
trons vom Kern, d 2, den räumlichen Öffnungswinkel der Ge 
schwindigkeiten, d 2, “den der Radiivektoren bedeutet. Führe 
wir & statt ¢ als Integrationsvariable ein, so ergibt sich: 


(12) z, [fe 40,49, 


Die Integration über r ist von r = 0 bis zu r = r,, der Eat 
fernung des Kerns vom Schnittpunkt des Elementarkegels dQ 
mit der Oberfläche des Raums 7, zu erstrecken. Die Int 
grationen über die beiden Elementarkegel d 2, und dQ, @ 
me 162%. Endlich ist über ¢ von 0 bis oo zu integrieré 
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Da zum Werte des Integrals nur diejenigen Werte von 
r merklich beitragen, welche von der Größenordnung R sind, 
und nur diejenigen Werte von «, welche von der Größen- 
ordnung AT sind, so kann man wegen (8) sich auf die Berück- 
sichtigung der Werte rs > > n? beschränken, und die Quadrat- 
wurzel reduziert sich auf r/s. Dann ist die Integration leicht 
auszuführen und ergibt: 


Den Ausdruck von z, kann man ebenfalls aus (12) ab- 
leiten, dadurch, daß man darin gemäß (7) die Exponential- 
funktion durch 1 ersetzt. Dagegen ist die Integration über r 
insofern verwickelter, als die obere Grenze von r nur für die- 
jenigen Richtungen des Elementarkegels dQ, gleich r, ist, 
für welche r, << — n?/.. Denn die Wurzel im Integranden 
muß reell sein, d. h. die Entfernung r muß von einer Ellipsen- 
bahn mit der Energie & erreichbar sein. Ist also r, > — n?]s, Fe 
80 ist die obere Grenze von r gleich — n?/s zu setzen. a 

In jedem Falle ist, da s< 0: 


wobei nun über alle Richtungen von 0 bis Z integriert werden 
darf. 
Dies ergibt: 


Schreibt man diese Ungleichung in der Form: pba 
12 2 4/3 R’n Ra 
3 
< sya’ (eer) (er) AS, 
und vergleicht sie mit (7) und (13), so erkennt man, daB sii 7 

(I4) 
Nun bleibt noch die Summe z, zu bestimmen übrig, 
welche die Werte von e zwischen —« und — oo umfaßt. In 
diesem Bereich müssen die quantenmäßig möglichen, durch 
®) charakterisierten Werte s, als diskrete Größen behandelt 


werden. Außerdem ist zu beachten, daß eine bestimmte 


é, im allgemeinen durch eine ver- 
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schiedener quantenmäßig möglicher Zustände verwirklich 
werden kann. Fassen wir also alle einem bestimmten n et 
sprechenden Summenglieder in ein einziges zusammen, 30 er. 
hält z, die Form: 


(15) z= De Hu Sn 


wo nun p,, die Anzahl der Quantenzustände mit der Energie 
,, das statistische Gewicht der Energie «, bedeutet. Di 
Ordnungszahl n’ des Endgliedes der Summe, nach (3) ge 


(16) 


04 


ist nach (7) von der Größenordnung: 
K 


« 
Die Unterschiede, welche U die Willkür bei der Fest 
setzung von « und 7’ in dem Werte von z, bedingt werde, 
sind von der Größenordnung von z, und daher klein gegen: 
und z. 

Es handelt sich nun noch um die Bestimmung da 
statistischen Gewichts p, in (15). Für große Ordnungszahkı 
n, bei denen man ¢, als stetig veränderlich behandeln kam 
ist p, dadurch vollkommen bestimmt, daß die Anzahl de 
zwischen den Energien s und & + ds liegenden Quantenzuständ 
gleich ist der Anzahl der auf dieses Intervall entfallenda 
Elementargebiete des Zustandsraumes, also nach (9) und (12 


(17) 


(18) p= rrdrde-dQ.dQ, 


wenn nach (3) gesetzt wird: 


(19) 2K 


de= An =— 
ns 


In dem Integral (18) ist über r von r = 0 bis r=-1f| 


zu Dies ergibt: 

ik _ -16 22 

oder nach (3) und (19): 
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gültig fir »>>1. Zur Bestimmung von p, für mittlere 
Ordnungszahlen n reicht die klassische Statistik nicht aus. 
Hier miissen Quantenregeln einsetzen, und diese ergeben, wie 
schon N. Bohr zeigte, den Wert’): 
(20) pP,=n:(n+ 1), 
welcher die vorige Beziehung mit einschlieBt. 

Da p,= 0, so kann man die Zustandsumme (15) mit dem 
Gliede n = 1 beginnen und schreiben: 


Die gesuchte: Zustandssumme z ergibt sich dann durch 
Addition von z, und z,, zerfällt also in zwei Teile, von denen 
der erste die Zustände des „freien“, der zweite die des „ge- 
bundenen“ Elektrons umfaßt. 


II. 
Nunmehr wollen wir die Zustandssumme bilden fir ein 
Elektron im Volumen 7, wenn sich in diesem Volumen statt 
eines einzigen eine große Anzahl N positiver Kerne unregel- AS 2 5 
mäßig verteilt in festen gegebenen Lagen befinden. Doch soll 


der Größenordnung von N eine Schranke dadurch gesetzt 
sein, daß, in Verschärfung von (8), die Bedingung gelten soll: 


2\3 

(2) w>> = 
Nur wenn diese Größenbeziehung erfüllt ist, kann e- 
folgert werden, daß das Elektron entweder frei oder an einen =F 
bestimmten Kern gebunden ist. 2 
In der Zustandssumme: 


hat man dann zu setzen: — 
2 r, Tr 


wenn r,, 7,,... 7y die Entfernungen des Elektrons von „den 
einzelnen Kernen bezeichnen. ‘ 


1) Vgl. R. Becker, a. a. O. S. 331. 
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Auch hier summieren wir zunächst über die Glieder mit 
positivem « und erhalten dann wieder wie im vorigen Ab. 
schnitt den Ausdruck z, in (13), ganz unabhängig von de 
Kernen. Sodann summieren wir über die negativen s, m- 
nächst von 0 bis — «, wobei angenommen ist: 


(25) 


Diese Summe ist klein gegen z,, kann also vernachlässigt 
werden. 

Endlich bleibt « zu summieren von — @ bis — oo. Fir 
dieses Intervall muß wegen der ersten Ungleichung (25) eine 
der Entfernungen r in (24), etwa r,, klein sein gegen VE 
d.h. das Elektron ist an den Kern i gebunden. Die übrigen 
r sind dann von der Größenordnung des mittleren Abstandes 
zweier benachbarter Kerne oder noch größer, so daß die ent- 
sprechenden Glieder in (24) verschwinden. Daher zerfällt 
dann bei der Summation in (23) über alle Raumgebiete de 
Elektrons die Zustandssumme in N Partialsummen, deren eine 
aus (23) erhalten wird, wenn man darin setzt: 


ri 
Diese Partialsumme ist aber nichts anderes als die in (21) 
berechnete Zustandssumme z,, wobei die Ordnungszahl n’ des 
reg Summe nach (16) und (25) der Bedingung 

genügt, und die Addition aller N Partialsummen ergibt den 
Wert N.z,, so daß die ganze Zustandssumme (23) eines im 
Volumen 7 zwischen N festliegenden Kernen beweglichen 
Elektrons den Wert erhält: 


(27) +Nz,. 
Von den beiden Summanden umfaßt der erste wieder die 


Zustände des freien (¢ > 0), der zweite die Zustände des ge 
bundenen (e < 0) Elektrons. 


i 
N 
3 bi 
ei 
Wi 
Pı 
st 
bi 
al 
si 
. 
sl 
> . 
Ir 
m 
di 
6 
de 
D 
» gt 
P 
au 
be 
el 
B 


Zur Quantenstatistik des Bohrschen Atommodells. 681 


II. 


Jetzt fragen wir nach der Zustandssumme (1) von N 
zwischen N festliegenden Kernen beweglichen Elektronen im 
Volumen /. Da in jedem bestimmten Zustand der Elektronen 
eine bestimmte Anzahl derselben, etwa P, frei, die übrigen 
N—P gebunden sind, so berechnen wir zunächst die Zustands- 
summe für ein bestimmtes P und summieren dann von P=0 
bis P= N. Mit jedem Zustand der P freien Elektronen kann 
jeder Zustand der N—P gebundenen Elektronen kombiniert 
werden. Daher ist die gesuchte Zustandssumme gleich dem 
Produkt der Zustandssumme für die P freien und der Zu 
standssumme für die N—P gebundenen Elektronen. Wir 
bilden zuerst die Zustandssumme der P freien Elektronen. 


~ 


Wenn man bei der Ausführung der Summation zunächst * Es 
über solche Zustände des Elektronensystems summiert, welche sr 


sich nur dadurch unterscheiden, daß ein einziges Elektron 
sich verschieden verhält, während alle übrigen Elektronen 
irgendwelche ganz bestimmte Zustände einnehmen, so erhält 
man den Ausdruck z, in (13), multipliziert mit der Zustands- 
summe der übrigen P—1 Elektronen, und die Fortsetzung 
dieses Verfahrens führt schließlich auf die Potenz z?. Diese 
Größe stellt jedoch noch nicht die gesuchte Zustandssumme 
der P freien Elektronen vor, sondern ein Vielfaches derselben. 


= 


: 


1) Es ist mir wohl bekannt, daß einige namhafte Physiker (z. B. 
P.Ehrenfest u. V. Trkal, Ann.d. Phys. 65. S. 609. 1921; E. Schrö- 
dinger, Phys. Zeitschr, 25. $.41. 1924) diese Art der Rechnung be- 
anstanden und die Division mit P’ als eine nachträgliche Einschleppung 
bezeichnen. Indessen vermag ich in dem eingesehlagenen Verfahren 
ebensowenig eine Inkonsequenz zu erblicken als darin, daß man bei der 
Berechnung der Anzahl der Permutationen von m Elementen, deren 
einige gleichartig sind, die Fakultät n! nachträglich mit der Fakultät 
der Zahl der gleichartigen Elemente dividiert. 
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oder, wenn man die Stirlingsche Formel in der hier ge- 
nügenden Annäherung benutzt: 


Was nun weiter die Zustandssumme der N— P an eben. 
soviele Kerne gebundenen Elektronen betrifft, so ist zunächst 
zu bedenken, daß diese Elektronen in verschiedener Weise aut 
die N festliegenden Kerne verteilt sein können. Die Anzahl 
dieser Möglichkeiten ist, wie eine einfache Überlegung lehrt: 

N! 

(N—P)!P? 

Da ferner jeder Zustand irgendeines Elektrons mit jedem 
Zustand irgendeines anderen Elektrons kombiniert werden 
kann, so erhält man für die Zustandssumme aller gebundenen 
Elektronen mit Benutzung von (21): ’ 

PN! NN \*-*? 

Hier ist selbstverständlich keine nachträgliche Division 
vorzunehmen, da bei dem angewandten Rechnungsverfahren 
jeder Zustand des Elektronensystems nur einmal gezählt wurde, 

Die Multiplikation von (28) und (29) und nachfolgende 
Summation über P von 0 bis N ergibt schließlich die gesuchte 
Zustandssumme aller N beweglichen Elektronen: q 


P N- P 


oder, wenn wir die ne der ee Elektronen 


(29) 


(30) 


einführen, die wir wegen der Größe v von Pp und N als stetig 
veränderlich ansehen können: 


wobei zur Nathan" (13) gesetzt ist: 
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Der Wert des Ausdrucks hinter dem Integralzeichen in 
(31) besitzt wegen der Größe des Exponenten N die Eigen- 
tümlichkeit, daB er ein sehr steiles Maximum besitzt, und 
zwar für denjenigen Wert c, der Konzentration z, der sich 
aus der Gleichung ergibt): | 

Dieses Maximum ist so steil, daß der Wert des ganzen 2 
Integrals (31), also die gesuchte Zustandssumme der Nzwiischen 
N festen Kernen beweglichen Elektronen, sich bis auf ver- —__ 
schwindend kleine Glieder reduziert auf den Maximalwert des Ir Su 


IV. 


Endlich lassen wir auch die N Kerne beweglich sein nd 
vereinfachen dabei die Aufgabe durch die Annahme, daß die — 
Masse eines Kerns groß ist gegen diejenige eines Elektrons. 
Dann setzt sich die Energie # des ganzen betrachteten Ge- 
bildes annähernd additiv zusammen aus der kinetischen Energie 2 
der Kerne und der kinetischen und potentiellen Energie der 
Elektronen in bezug auf die Kerne, die wir bisher allein be- | 
trachtet haben, und die Zustandssumme Z in (1) ist das Pro- 
dukt der beiden entsprechenden Zustandssummen. 

Die Zustandssumme aller N Kerne ist aber, ganz 
analog (28): 


(xy 


wobei, wie in (13) und (32): 


Folglich ist die Zustandssumme der N zwischen den N ee 
beweglichen Kernen beweglichen N Elektronen, durch Multipli- a 
kation von (34) und (85): 


1) Diese Gleichung stimmt bis auf einen Zahlenfaktor 3 überein K: ia 
mit der Beziehung, welche K. Herzfeld a.a. 0. S.279 für den Disso- 
tiationsgrad der Atome aufgestellt hat. 
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und die freie Energie des ganzen Gebildes nach 


88) F=—ATN: floge log + (1 — 


Schreibt man diesen Ausdruck in der Form: 
(89) F=—kTN- lc, log +0 log + (1 -log —— 


und vergleicht ihn so mit den bekannten Formeln a a 
gemeinen Thermodynamik, so erhellt, daß die drei Summanden 
der Reihe nach die freie Energie der isolierten Kerne (posi- 
tive Ionen), die freie Energie der freien Elektronen und die 
freie Energie der undissoziierten Atome darstellen. # 


Berlin, Juni 1924. 
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§ 1. Die Rouutebddenns der Theorie. 
In einem Gefäß soll sich nichts anderes befinden als eine == 
Flüssigkeit in Berührung mit ihrem gesättigten Dampf. Wir En 
wollen nun die äußerst dünne Übergangsschicht zwischen der Beh 
Flüssigkeit und dem Dampf, innerhalb deren die inhomogenen __ i 
Verhältnisse hervortreten, studieren. Durch Vergrößerung der =~ 
Scheidungsfläche zwischen der Flüssigkeit und dm Dmpff 
können wir neue inkomogene Phasen bilden. Betrachten ir 
die Bildung der Kapillarschicht pro Einheit der Masse, so abt = 
sich untenstehende Relation, die ich in dieser Zeitschrift!) ab- i ur 
geleitet habe, niederschreiben: ee 
In dieser Relation, wo keine Annahme über die Natur 
oder Struktur der Kapillarschicht gemacht worden ist, stellen 
& 8 und v die Energie, Oberfläche bzw. Volumen der Kapillar- __ 
schicht pro Einheit der Masse dar, «, und «, sind die Energien = 
der Flüssigkeit bzw. des Dampfes, r, ist die innere Ver- — 
dampfungswärme, u = v, — v, ist die Differenz der spezifischen 
Volumina von Dampf bzw. Flüssigkeit und H stellt die so- 
genannte Kapillarkonstante oder Oberflächenspannung dar. 
Sie gilt ebensogut für die gekrümmte wie für die ebene 


1) G. Bakker, Ann. d. Phys. 17. S. 492. 1905. = eee. 
2) In dem Falle der gekrümmten Kapillarschicht kann man aber — ee 2 ” 


dp = = 
r, nicht ersetzen durch rs — Py (wo py den Dampfdruck ‘= 
Man hat jetzt: aH 
wo nun: P= —; p, und p, sind die Drucke in der flüssigen 


bzw. dampfförmigen Phase. Die Differentialquotienten dP/dt und d H/dt 
sind partiell. (Bei R = Konstante) (R = Radius der Kapillarschicht.) 
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mehr direkt, wie a. a. O., ableiten. Nach (25) a a. O. 8. 491 
sind „die Quantitäten der Flüssigkeit bzw. des Dampfes, die 
die Kapillarschicht gebildet haben“: 


Die Gesamtenergie dieser Quantitäten wird deshalb: 
4 


Dieser Ausdruck läßt sich leicht transformieren in: 
+ - oder in ara + 
denn &, — &, ist nichts anderes als die innere Verdampfungs- 
wärme, die wir durch r, dargestellt haben. Bezeichnet « die 
Energie der Kapillarschicht, so ist also der Energieaufwand 
für die Bildung der Kapillarschicht gegeben durch den Aus- 
druck: 


& + & 
Andererseits gibt die Thermodynamik für diese Energie: 
aH 
s(#- 742) & 


Durch Gleichstellung dieser zwei Ausdrücke gelangt man 


unmittelbar zu der Relation (1). 
Die rechte Seite von (1) kann als die Summe von zwei 
Gliedern 


(v ; und ; 


betrachtet werden. 
Diese Ausdriicke haben jede eine einfache Bedeutung, 
Man kann sich nämlich denken, daß die Bildung der Kapillar- 


1) Man kann auch unmittelbar x aus der Bedingung: 
zu 
berechnen. Was ich meine mit „die Quantitäten der Flüssigkeit bzw. 
des Dampfes, die die Kapillarschicht gebildet haben“ ist in meinen 
Arbeiten immer auseinandergesetzt und unten soll davon noch die 
Rede sein. 
aH 


2) Denn: H- Tr ist der Energieaufwand pro Einheit der 
Oberfläche der Kapillarschicht und S ist die Oberfläche der Kapillar- 
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schicht in zwei Stufen zustande gebracht wird und folgendes 
Gedankenexperiment betrachten. Erstens sollen die homogenen 
Phasen der Flüssigkeit bzw. des Dampfes ohne Änderung ihrer _ 
Densitäten nebeneinander gelegt werden und nachher sollen es 
diese Phasen einander in ihrer Berührungsfläche beeinflussen, 
um als Endresultat die stabile Phase der Kapillarscbicht zu a 
liefern. Folgenderweise kann gezeigt werden, daß der Aus- __ 
druck: - (»- 

2 u 
die Energieänderung bei der Bildung der Kapillarschicht dar- a 
stellen würde, falls der Übergang in der Kapillarschicht von _ 
Flüssigkeit bis zu dem Dampf völlig diskontinuierlich wäre; 
das wäre also der Energieaufwand der ersten Stufe. Ist 
nämlich MA, '), die Zunahme der potentiellen Energie eines 
Molekels, wenn es aus dem Innern der Flüssigkeit in das 
Vakuum gebracht wird, so ist nach einer bekannten Betrachtung 
von Stefan bei diskontinuierlichem Übergang 1/, MA, die Zu- 
nahme der potentiellen Energie, wenn das Molekel in de 
Oberfläche der Flüssigkeit gelangt. Da nun die Beiträge dr 
Flüssigkeit bei der Bildung der Kapillarschicht: 

ist, so wird die Vergrößerung der potentiellen Energie bei der 7 


Durch die Beseitigung des Dampfes haben wir indessen 
einen Fehler gemacht. Ist A, eine Größe für den Dampf, 


übereinstimmend mit der Größe 4, für die Flüssigkeit, A 


sieht man sofort, daB der richtige Ausdrack fir die Anderung Pid 
der potentiellen Energie gegeben wird durch: Ein 
1 


tentiellen der Dampfmolekeln bei der Bildung 

unstetigen Ubergangsschicht: 
(4, Ay) (0 = 
4 


— 


1) M = Molekulargewicht (absolute). 
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sind die Beiträge des Dampfes bei der Bildung der Kapillar. 
schicht. Da nun bei unserer Betrachtung der Ausdruck: 

Ya (4, — A,) 
die Anderung der potentiellen Energie bei der Verdampfung 
pro Einheit der Masse darstellt, so finden wir also für die 
Energieänderung: 
1 1 v-o +m\ 


Das überbleibende Glied der rechten Seite in der Re. 


(2) 


würde also die Energieänderung darstellen, wenn die Molekeln 
der diskontinuierlichen Jabilen Lagerung sich schicken in ihrer 
stabilen Lagerung der wirklichen Kapillarschicht.*) Dieser 
Ausdruck ist negativ. Das sehen wir folgenderweise. 

Da wir die maßgebenden Größen rechnerisch willen ver- 
folgen, müssen wir aber ein wenig mehr präzisieren und genau 
feststellen, was wir unter der Kapillarschicht verstehen wollen. 
In der Kapillarschicht denken wir uns nämlich, wie in meinen 
vorhergehenden Arbeiten, eine Ebene der „Grenzflächen“ der 
Kapillarschicht, parallel, derart, daß, wenn die Kapillarschicht 
weggenommen würde und die homogenen Phasen der Flüssig- 
keit bzw. des Dampfes bis zu dieser Ebene fortgesetzt würden, 
die Quantität der Materie sich nicht änderte. Umgekehrt 
denken wir uns die Kapillarschicht aus diesen homogenen 
Phasen entstanden.*) Wir haben das zum Ausdruck gebracht, 


1) Denn: w=v, — %. 

2) Daß dieser Ausdruck die Energieumwandlung der zweiten Stufe 
darstellt, sieht man auch unmittelbar ein, denn ‚die Energie der 
Kapillarschicht bei »öllig diskontinuierlichem Übergang wäre gegeben 
durch: . 

8) Diese Betrachtung ist völlig unabhängig von der Natur der 


Molekularkräfte. 
4) Selbstverständlich kommt noch dazu die erste Stufe unseres 
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indem wir sagten, „die Kapillarschicht hat sich geformt aus 
den homogenen Phasen (Flüssigkeit und Dampf) ohne Volum- 
und Masseänderung“. Wir nehmen nun weiter die „Grenz- 
flächen“ der Kapillarschicht in gleichen Abständen von der 
oben angegebenen Teilfläche.!) 

Wenn go die mittlere Dichte der ebenen Kapillarschicht 
darstellt so wird deshalb: 


wog, un 0, die Densitäten der Flüssigkeit bzw. des Dampfes 
darstellen. 

Stellt N die Loschmidtsche Zahl pro Mol. dar und M 
das Molekulargewicht und setzen wir einfachshalber: 7 


+e 

so kann (1) transformiert werden in: A aha 

H-T ’) 

Vi 1 + Veo N dt 


de 1 
n ist die Gesamtzahl der Molekelschichten, die man von 
der Flissigkeit bzw. von dem Dampf zu nehmen hat, um die 
Materie fir die Bildung der Kapillarschicht zu erhalten. In 
Formel (4) setzen wir: 


+ M r; 


dH 

8 — H- 
2 Qi M ri 


1) Wenn wir durch solch eine Festsetzung Einfluß auf den Wert 
der Kapillarkonstante (Oberflächenspannung) ausüben könnten, so wäre 
solch eine Feststellung nicht gestattet. Das ist aber nicht der Fall. Aller- 
dings ist es wahrscheinlich, daß wir einige Molekeln an der Dampfseite ur 
Kapillarschicht rechnen, die hierzu nicht gehören, aber das hat keinen Ein- __ 
fiuß auf den Wert der Oberflächenspannung, denn die Kapillarkonstante 
ist eine Differenz von zwei freien Energien. Wenn wir also die über: 
flüssigen Dampfmolekeln zu der Kapillarschicht rechnen, so befinden 
sie sich schon in der dampfförmigen Phase, die die Kapillarschicht ge- 
bildet hat. Die Energie dieser Molekeln ändert sich also bei der Bildung 
der Kapillarschicht nicht mehr; sie geben deshalb keine Beitriige zu dem 
Wert der Oberflächenspaunung (Kapillarkonstante). 

2) Diese Transformation hat allein Gültigkeit für Körper, deren 
Molekel sich bei der Verdampfung nicht ündern. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 75. 
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so daB sie die Form annimmt: 

() 


Die Werte von 4 und B habe ich in einer vorhergehende 
Arbeit für Benzol, CO, und Äther bis zu der kritischen Ten. 
peratur berechnet.) Substituiert man nun in (5) die Wert 
von n, die ich später nach verschiedenen Methoden gefunda 
habe, so bekommt man für As vom Schmelzpunkt bis zu de 
kritischen Temperatur immer einen positiven Wert. Der Aus. 


ist also negativv. Für die freie Energie haben wir bereit 
(freilich mit Hilfe des homogenen Agens) die analoge Eiger 
schaft gezeigt?) Die Bildung der Kapillarschicht haben wr 
also durch zwei Gedankenprozesse ersetzt. Die ersten Schritt 
gehen, was die Energieumwandlung betrifft, treppauf, führt 
aber zu hoch; die zweiten Schritte gehen treppab. Das Ver 
hältnis der absoluten Werte der bezüglichen Energieumwand- 
lungen ist gegeben durch den Ausdruck: 


% 2 


Mit N = 6,1-102 erhalten wir z. B. für C,H, bei den 
Schmelzpunkt (5,4%: B= 0,33 und 4=0,5. Für die Zall 
der Molekelschichten der Kapillarschicht fanden wir R = etm 
2,45) und R=1,3n; also n= etwa 2. Für das gesuchte 
Verhältnis finden wir deshalb bei einer reduzierten Temperatur 
von etwa 0,5: 


1) Ann. d. Phys. 54. S. 275—277. 1918. 

2) a.a.O., S. 259. Ist H’ der theoretische Wert bei völliger Dit 
kontinuität, so war: H’ > i. 

8) Avon. d. Phys. 61. S. 297. a, a. O. ist r; zu klein berechnel. 
Andererseits ist B = 0,33 ein Minimalwert. Natürlich gibt es Differenze 
zwischen den Ergebnissen verschiedener Beobachter. Ich fand z.B 
auch B = 0,34, 
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peraturen, wo ihre Stärke nicht größer ist als etwa 2 bis 
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Für Äther bei 50° oder bei einer reduzierten Temperatur 
#= 0,69 fand ich a. a. O.: 


4=049, B=0,47, R=-33 = 1,16n oder n= 2,9 


und deshalb: 
B 
oder wieder (etwa): 2/3. Daß in unserem Gedankenexperiment 


die Umlagerung der Molekeln*) in der Kapillarschicht bei Tem- 


3 Molekelschichten, mit solch emer großen Umwandlungsenergie ver- 
bunden ist, weist auf sehr starke, aber wenig ausgedehnte molew 
hulare Kräftefelder. 

Unser Gedankenexperiment läuft, kurz gefaßt, analytisch : 
auf folgendes hinaus. Die ganze Umwandlungsenergie bei der ss 


Bildung der Kapillarschicht, {nämlich die Energie (A 757) s\ 
wird für niedrige Temperaturen in zwei Teile zerlegt: __ oe 


dt 2 +% 2 
2 i 8 i 6 i 


Bei höheren Temperaturen wird das gefragte Verhältnis s 
kleiner. Wenn # die reduzierte Temperatur darstellt, so fand — 
ich mittels den a. a. O. berechneten Zahlen zusammenfassend: 


Körper CH, Äther CH, C,H, CH, CO, CO, 


A’ . 50 20 250 275 28 30 
0,498 0,69 0,842 0,931 0,976 0,989 0,996 
er 83 4 64 108 13,38 20 
n 2 29 87 61 107 11,8 20 

gefr. Verhältnis 0,66 0,66 0,53 0,58 0,48 022 012.9 
1) Nach (5) ist nämlich: 


2 n a Sa» 


Bei den betrachteten Temperaturen kann g, gegen g, vernachlässigt 
werden und wird also A = 0,5. Das gibt: 


2 nA 2 3 3 
Der absolute Wert der betrachteten negatiren Energieumwandlung ist 
deshalb ein Drittel der inneren Verdampfungswärme. 
2) Man soll dieser Zahl nicht zuviel Wert beilegen; es ist ein EAU 
nittlerer Wert aus vielen ziemlich differierenden nem. 000... 
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§2. Die Differentiale der Grundgleichung (1) in § 1. 

Wir wollen für einen Körper die Gesamtheit aller Flissig. 
keitstrépfchen und Dampfbläschen, die bei einer bestimmte 
Temperatur möglich sind, betrachten. Zu jedem Flüssigkeits. 
trépfchen und zu jedem Dampfbläschen kommen drei Phasen 
in Betracht; eine flüssige Phase, eine dampfförmige Phag 
und eine dritte: die Kapillarschicht des Tröpfchens oder de 
Dampfbläschens. Die ebene Kapillarschicht bildet die Grenz 
zwischen den Kapillarschichten von Trépfchen und Bläschen.) 


8 
Fig. 1. 


Fig. 1 stellt eine Isotherme dar. Die Punkte H und X 
geben durch ihre Koordinaten den Druck und die spezifische 
Volumina der durch die edene Kapillarschicht getrennte 
flüssigen und dampfförmigen Phasen. Der Punkt F auf den 
labilen Teil der theoretischen Isotherme ist so gelegen, dal 
in diesem Punkt das thermodynamische Potential denselba 
Wert hat als in den Punkten H und X. Ich machte es nm 
in vorhergehenden Arbeiten wahrscheinlich, daß die Koordi- 
naten von F als der Druck und der reziproke Wert der mitt 
leren Dichte der zu den Phasen H und K gehörigen ebena 
Kapillarschicht betrachtet werden können. Fig. 2 gibt ein 
ähnliche Darstellung für die durch gekrümmte Kapillarschichten 


1) Sobald aber das Trépfchen oder das Bläschen einen Kriimmungt 
radius hat, deren Wert groß ist gegen die Dicke der Kapillarschicht 
kann die gekriimmte Kapillarschicht schon als eben betrachtet werden 
Krümmungsradii von der Ordnung einer Wellenlänge des roten Licht 
sind sehen als groß zu betrachten. 
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getrennten flüssigen bzw. dampfförmigen Phasen. Ich stellte 
den folgenden Satz auf (Fig. 2)}): % 

Jede Dreizahlpunkte, wofür das thermodynamische Potential _ 
denselben Wert hat wie A, B, C,, entspricht, wenn A, und C, 
oberhalb des geradlinigen Stückes HK der empirischen Isotherme 
liegen, einem Flüssigheitströpfchen derart, daß der Zustand inner- 
halb dieses Tröpfchens, des Dampfes, welchen es umhüllt, und 
der Zustand der Kapillarschicht zwischen ihnen durch die Lage 


T 8, lad - 


Fig. 2. 


dieser Dreizahlpunkte eindeutig bestimmt ist. Die Ordinaten 
dieser Dreizahlpunkte geben nämlich den Druck und den rezi- 
proken Wert der Dichte in der Flüssigkeit in dem Dampf und 
in der Kapillarschicht.?2) Ebenso entspricht jeder Dreizahlpunkt, 
wie ie As, Ay Bs, C,, wo A, und C, unterhalb des geradlinigen 


1) 1) Ann. d. Phys. 54. S. 286. 1917. Vgl. auch: Zeitschr. f. phys. 
Chemie 90. S. 375. 1915. 

2) Was die Kapillarschicht betrifft, kommen selbstverstindlich eine = =» 
mittlere Dichte und ein mittlerer Druck in Betracht. Wenn wir von 
dem Druck in der Kapillarschicht sprechen, meinen wir hier speziell den 
mittleren Druck in der Längsrichtung der Kapillarschicht. Wir haben 
diesen Druck a. a. O. durch 9, dargestellt. Einfachheitshalber habe ich 
später p, ohne Striche geschrieben. 
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Stückes HK der empirischen Isotherme liegen, während wiede 
das thermodynamische Potential in diesen Punkten denselben Wen 
hat, eine kugelförmige Dampfblase. Der Zustand dieser Dampf. 
blase, der Kapillarschicht und der Flüssigkeit, welche die Dampf. 
blase umhüllt, ist wieder durch die Lage der Dreizahlpunkte 4, 
B, und C, eindeutig bestimmt. 


Das Stück des labilen Teiles der Isotherme zwischen 4 
und F ist also der Ort der Punkte, die durch ihre Lage die 
mittlere Dichte und den mittleren Druck [in der Läng- 
richtung')) der Kapillarschichten einer ganzen Reihe yon 
Dampfblasen angeben; nämlich von allen Dampfblasen, die 
bei der betrachteten Temperatur möglich sind. Punkt A, ent- 
spricht der kleinsten Flissigkeitsdichte. Wird die Dichte, 
durch Vergrößerung des Gefäßes unter geeigneten Umstände, 
noch kleiner, so entsteht eine Dampfblase maximaler Krün- 
mung; F korrespondiert mit der gewöhnlichen ebenen Kapillar- 
schicht. Das Stück zwischen 7 und C, spielt in bezug au 
die Flissigkeitstrépfchen, die bei derselben Temperatur mög. 
lich sind, eine ähnliche Rolle, wie das Stück A, F in bezy 
auf die Dampfblasen. In der unmittelbaren Nähe von (, 
(links) liegt der Punkt, der durch seine Lage den Zustand 
der Kapillarschicht des Flüssigkeitströpfchens maximaler 
Krümmung gibt. 

Wird im allgemeinen das spezifische Volumen (reziproke 
Wert der mittleren Dichte) einer Kapillarschicht durch v und 
der Druck in ihrer Längsrichtung durch pr dargestellt und 
sind p, und v, die Koordinaten des zugehörigen Punktes aif 
den labilen Teil A, C, (Fig. 2) der theoretischen Isotherme, # 
ist deshalb nach unserer Theorie: 


Pr=p, wd v=y,. 
Zu jeder Kapillarschicht gehören also wenigstens sechs 
Größen: 
pr oder p,, v oder v,, p,, v, und p,, »,. 


1) Es gibt auch in der Kapillarschicht einen mittleren Druck in 
einer Richtung senkrecht auf ihren Grenzflächen. a. a. O. habe ic 
diesen Druck durch 9, dargestellt. Später schrieb ich einfachheitshalber: 
Py ohne Striche. 
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Für ein Flüssigkeitströpfchen stellt p, den Druck im a 
Innern des Tröpfehens') und v, das spezifische Volumen dieser 
Phase dar. Die Größen p, und v, haben Bezug auf den Dmpffe 
rings um das Trépfchen. Für eine Dampfblase stellt p, wieder = 
den Druck der flüssigen Phase dar; das ist hier also die 
Flüssigkeit rings um die Blase. Für jede dieser Kapillarschichten a 
git nun die Relation 1 (§ 1). Stellen wir den Ausdruck: 

20, % 

durch w dar, so erhält man durch Differentiation von (1) (§ 1) 
nach einigen Transformationen: 


M) de- Tan + prdv= H{ds — (w- N. 


wo R den Krümmungsradius der Kapillarschicht darstellt: . 
n ist die Entropie der Kapillarschicht pro Einheit der Masse. ie 
Wählen wir die Temperatur und den  Bitumungprelien - DE 
Parameter, so können wir schreiben: k 


de—Tdyn+prdv= | 


Ho _ dt + Hv — ——[fdR. 
Ot R OR R öR 


Wir wollen nun die folgende Relation beweisen: 


w 
oR R OR 3 OR OR 


wo p, und v, die Koordinaten desjenigen Punktes des labilen 
Teiles der theoretischen Isotherme sind, wofür das thermo- 
dynamische Potential denselben Wert hat als der der homo- 
genen Phasen (Flüssigkeit und Dampf), die die Kapillarschicht 
Also der Druck in der flüssigen Phase. aga abe 

> Ann, der Phys. 48. 8. 778. 1018. 

3) Die Relation (7a) ist allgemein und also völlig unabhängig von 
dem Satz: p,»=p, und v=». Für die ebene Kapillarschicht wird 
R=0 und S/v = 1/f, wo ¢ die Dicke der Kapillarschicht darstellt. 
Die Gleichung wird also in diesem Falle: 1 


fa 


de— Tdn +p„dv = Ho 


4) Die Differentialquotienten sind alle partiell. Vgl. Ztschr. f. phys. 
Chemie 107. S. 103. 1923. 
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begrenzen. So gehört z. B. in Fig. 2 der Punkt B, B-, einer 
den Phasen A, und C, zugefügten Phase; d.h."): B, ist 4, 
und C, zugeordnet. Ebenso ist B, den Phasen A, und (, 
zugeordnet usw. (vgl. oben. Wenn H die sogenannte “‘Kapillar 
konstante (Oberflächenspannung) darstellt, so ist: 


Ss 
(9) AS = (px Pr) v oder = 


Hierin ist py der (mittlere) Druck in einer Richtung 
senkrecht zu der Oberfläche der Kapillarschicht. Der Ausdruck 
(py — Pr)v ist deshalb die totale Abweichung von dem Gesetz 
von Pascal oder das Manko an Druck in der Längsrichtung 
der Kapillarschicht und das wir als eine Spannung wahrnehmen 

Da H von der Krümmung der Kapillarschicht unabhingy 
ist’), erhalten wir aus (9): 


Ss 
<i, (2x 
H\öR 
(10) 
=: Opy 


a Nun ist weiter: 


Pit Ps 


P 
Pı Ps 01. 
oder, wenn wir Bap der Kürze halber durch f darstelle: 
4 
_ ater ) 


1) Die Phasen A, und C, begrenzen eine Dampfblase. 

2) In sehr viel Lehr- und Handbüchern spricht man irrigerweik 
von der Kapillarkonstante H als von einer Kapillarenergie. Die Größe} 
ist aber eine freie Energie; wenn man also von einer Energie sprieht, 
macht man denselben Fehler als wenn man z. B. die äußere Arbeit de 
Verdampfung verwirrt mit der inneren Verdampfungswärme. Die Größe # 
ist die Änderung der freien Energie bei der Bildung der Kapillar- 
schicht aus den homogenen Phasen der Flüssigkeit und des Dampfa 
pro Einheit der Oberfläche der Kapillarschicht; HS ist deshalb die 
Änderung der freien Energie pro Einheit der Masse. 

8) Ztsehr. f. phys. Chemie 80. S. 141. 1912. ink 
4) Ann. d. Physik 32. S. 257 vee site 1910. 
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_ Potential denselben Wert hat als für die Punkte (v,, p,) und 


mit Hilfe von (11) und (13) ersetzen durch: 


Zur Thermodynamik der Kapillarschicht. 


denn w ist nichts anderes als eine Darstellung für den Aus- __ 


druck (vgl. oben): hr 


In Zusammenhang mit der bekannten Relation: Er be 


erhalten wir also: 
w 
*. 
a4 ~ H\öR OR H 
3 ; 
Hv ® Px 
aR - a 
us (10) und (14) folgt 
1 v® ÖPpr oP 


Sind v, und p, die Koordinaten des Punktes des labilen | 
Teiles der theoretischen Isotherme, wofür das thermodynamische 


(0, P,) 80 ist: 


(16) 3 OR ı öR 2 OR OR % OR 
a-@ OF 
Auf ähnliche Weise findet man: Tr 


Wenn wir also in dem letzten Glied rechts von (15) em - 
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so erhalten wir in Zusammenhang mit (17) und (16): 


a 
fa 1 v Ps Pr 
(18) H v v3 — wv PR 


und das ist die gesuchte Relation (8. Nach unserer Theorie 

ist nun (vgl. oben): : 
Pr=p,') und 

ar Nach (18) wird also: 

2 6 — 
öR R OR 

Die energetische Gleichung (7a) reduziert sich deshalb auf 

der einfacheren Form: 


a= 

Die mathematische Bedeutung von (19) sehen wir folgender. 
weise ein wenig einfacher. Stellt o die mittlere Dichte der 
gekrümmten Kapillarschicht dar, so ist die Masse der Kapillar- 
schicht eines Flüssigkeitströpfchens?) gegeben durch den Au. 
druck: 

$2(R,° R,')e, 
wo AR, und A, die Radii der äußeren bzw. inneren Grenz 
flächen sind, während die Gesamtmasse der homogenen Phasen, 
die die Kapillarschicht geformt haben, durch den Ausdruck: 


— + a(R,’ — Ro, 
gegeben sind. 

Da wir die Teilfläche (vgl. oben) so gelegt haben, daß ,,bei 
der Bildung der Kapillarschicht“ keine Masse- und Volumen- 
änderung eintritt, so gibt die Gleichsetzung der letzten zwei 
Ausdrücke: 


(R,® R,’)o (R® R,*) @, + (R,° sr RP) o,, 


1) G.Bakker, Ann. d. Physik 54. 8. 286. 1917 und 20. S. 47. 1906. 

2) G. Bakker, Zeitschr. f. physik. Chemie 91. S. 673. 1916 u. & 
S. 73. 1902. 

8) Betrachten wir, wie in dieser Arbeit, eine Masseeinheit, # 
denken wir uns natürlich eine große Zahl Tropfen gleicher Kriimmungt 
radius. 
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oder, wie wir auch schreiben können: 


Qi Ri +k? 
% 2 
(20) Qi: — R,* — R,° 
In Zusammenhang mit (12) also: 
pa oR’ — RS 
— = : 
Weiter haben wir aus rein mathematischen Gründen: 
S 2 he 
22) 
Aus (21) und (22) folgt: nalen 


Soll also bei isothermischer Änderung dieser Ausdruck = 
Null sein, so muß: : 
(28) + 22,90 = (R + 22,0 | 

Weiter unten finden wir durch Berechnungen an Kohlen- BL 2% 45 
säure, daB R— R, wenig von A,— differiert. Setzen 
wir also: 


R-R=R,—R ode R= 


so können wir wenigstens sehen, wie die Dicke der Kapillar- 
schicht bei isothermischen Anderungen ungefähr von dem 
Krümmungsradius ‚abhängt. Die Dicke der Kapillarschicht, A ce 
welche wir durch £ darstellen, ist gegeben durch: r 
t=R,—R. 

Nach (24) würden wir also erhalten: 

und: 


OR, =OR-}06, . OR, =OR+40E. 


1) Brauchen wir » Tropfen, damit ihre Kapillarschichten eine 
Gesamtmasse Eins haben, so ist nämlich: 
S=n-4nR* und — R,'). 
2) So findet man z. B. für ein Flüssigkeitströpfehen von CO, bei 
20° mit einem Radius von 6,7 wu: R— R,/R, — R= 1,06 und für ein 
bei derselben mit einem Radius von 7,9 uu : 
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Durch Substitution in (23): 


at _ 


Die linke Seite von (25) ist der partielle Differential. 
quotient von ¢ nach R (also bei konstanter Temperatur). 

In Übereinstimmung mit dem Ergebnis meiner Theorie, 
nämlich, daß die Kapillarschicht nur wenige Molekelreihen 
stark ist!), lehrt (25), daß die Dicke der Kapillarschicht sich 
nur wenig mit der Krümmung ändert. Be. 
Integration von (25) gibt: ay 
*, 
wea wo &, die Dicke der ebenen Kapillarschicht der betrachteten 
Temperatur darstellt. Eine einfache Rechnung gibt nach (26) 
fir = 2¢: 


a 27) f= 1,04¢ 
ae Nun kann der Minimalwert des Radius des Flüssigkeits- 
trépfchens oder eines Dampfbläschens niemals viel von 2{ 


verschieden sein, denn, wie ich in dieser Zeitschrift?) gezeigt 
habe, kann ein Trépfchen oder Dampfbläschen nicht bestehen 
aus einer kugelförmigen Kapillarschicht, sondern mehr; für die 
Stabilität des Tröpfchens ist nämlich ein „flüssiger“ Inhalt 

notwendig und ebenso fordert die Stabilität eines Bläschen 
einen „dampfförmigen“ Inhalt. Die kleinst denkbare Flüssjg- 
keitsmasse muß weiter wenigstens einige Molekel enthalten, 
DR die von allen Seiten durch andere auf dieselbe Weise umhüllt 
werden als in einer „großen“ Masse. Da nun die sogenannte 
Wirkungssphäre eines Molekels sich nicht weiter erstreckt als 
1 bis zu dem nächstliegenden Molekel, soll also die kleinst denk- 
bare kugelförmige Flüssigkeitsmasse bestehen aus einem kugel- 
schalenförmigen Gebilde von einem Molekel stark, einschließend 
ein einziges Molekel.?) Wenn wir den mittleren Abstand 


1) Ann. d. Physik 54. S. 295. 1918. 

2) a. a. O. 20. S. 37. 1906. Korrektur: Statt Phasen (a. a. O. Zeile 5) 
soll es heißen: Dichte der Phasen. 

8) Wir denken hier selbstverständlich an die Konfiguration der 
mittleren Positionen der Molekel. 
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zwischen zwei Flüssigkeitsmolekeln durch /, darstellen, so ist > 
also für ein Tröpfchen minimaler Größe A, = 1,51,. Da nun 
R=R, +46, erhalten wir deshalb: 


+L 
tial. 
Nun ist 4 = yu: 0), wenn M das Molekulargewicht 
eorie | wd N die Loschmidtsche Zahl pro Mol darstellt. Für CO, 
ein | bei 20° z.B. wird für den Punkt 4, in Fig. 2 9, = 0,81.) 


; sich | Die Dichte des „flüssigen“ Inhalts eines Tröpfchens von Kohlen- 
säure minimaler Größe bei 20° ist also nur wenig verschieden 
von vr) Mit N = 6,1-102 finden wir: 


10: Vei0 x 081 


t 

a Wo wir nun für die Dicke £ der Kapillarschicht von co, 
bei der betrachteten Temperatur 3 wu fanden°), können wir 
für Ruin berechnen: 

n 2¢ Dieser Wert ist genügend im Einklang mit der folgenden 


tehen Nähe des Punktepaares, die durch ihre Koordinaten den inneren 
ir dit Zustand des hier betrachteten Tröpfchens minimaler Größe bzw. 
inhalt F den Zustand des Dampfes, welcher es umhüllt, bestimmen. 
chen | Diese letzten Punkte liegen ein wenig mehr nach unten rechts. 


üssig | Nun ist allgemein: 
ahüllt Pı P2 

annte 


Substituieren wir also in der linken Seite dieser Relation 3 


pe fir p, und p, die Ordinaten von A, bzw. C,, so erhalten wir 
- a einen Wert, der kleiner ist als Ruin, denn — 4p, ist größer als 
oßend 4p,. Die Berechnung gibt für CO, bei 20°: Beh 
stand p, 124 und 


1) G. Bakker, Zeitschr. f. physik. Chemie 91. S. 658. 1916. 

Zeile 5) 2) Die Dichte im Innern des Tröpfchens ist in Wirklichkeit ein. 
wenig kleiner, denn der gefragte Punkt liegt ein wenig unten rechts 
der von 


=, 
Uy 
> 
ger 
1,446 
‚446 u 
3 
‘4. 
Azamt 
Detrac Funkt und © liegen nam 
\ 


mit dem Verschaffeltschen Wert für die Oberflächenspannun 
H = 1.144 erhalten wir: 


molekel durch 1, darstellen so gibt eine ähnliche Betrachtung 
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2H 2.1144 
Pi—Ps  (M,4- 60,9)-1-0188 


Wenn wir den mittleren Abstand zwischen zwei Dampf. 


= 2 un. 


für das Dampfbläschen minimaler Größe von CO, bei der 
selben Temperatur: 


3 3 
VNe, 107 V610 x 0,165 
und deshalb: 


während für den Ausdruck ae = gefunden wird: 2,25 ww.) 


Selbstverständlich können wir die Zahl 2,64 nicht als einen 
genau exakten Wert betrachten, denn der Wert 3 uu für die 
Dicke der Grenzschicht ist nur ein Mittelwert. Wir wollen 
darum aus unserer Rechnung nichts mehr schließen als daß 
Ruin etwa 2,5 bis 3 up beträgt. 


§ 3. Kleine Flüssigkeitströpfehen und Dampfbläschen von CO, 


Wir wollen nun die Folgerungen von (19) an Kohlensäure 
prüfen. Aus (9), (11) und (13) erhält man: 


Pi — P2 Q1 — 20 
In dieser Relation stellen also p, und p, die Drucke in 
der flüssigen bzw. dampfförmigen Phase dar; o, und 9, sind 
die Densitäten dieser Phasen; o stellt die mittlere Densität der 


(29) 


Kapillarschicht dar; v = ri ist der reziproke Wert dieser 


mittleren Dichte. $ ist die Gesamtoberfläche (pro Masseeinheit) 
der verschiedenen Kapillarschichten.?) Der Radius der Tröpf- 
chen ist durch % dargestellt während pr den mittleren Druck 
in der Längsrichtung der Kapillarschicht bedeutet. 


1) G. Bakker, Zeitschr. f. physik. Chemie 91. S. 657. 1916. 

2) Wir denken uns nämlich so viel Trépfehen gleicher 
Krümmungsradii, daß die Gasamtmasse ihrer Kapillarschichten eine 
Masseeinheit ist (vgl. oben). 
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ne In Zusammenhang mit (22) können wir statt (29) setzen: 
Pi + Ps an; 
2 


9) 
Der Kiirze halber setzen wir: RR or 
_ 
—=m und en, 
so daß: 
31 m—n= = ward 
Aus (31) und (82) finden wir: Hank aa. 
s_4m+2n-3 ng 3 4m+2n+3 ns 
33) 2° =—_— ud R 


Da nun RF, — R, nichts anderes ist als die Dicke £ der 
Kapillarschicht eines Flüssigkeitstropfens, ist also: 


3 8 
Vem-n) 
Ist für den betrachteten Körper die Oberflächenspannung H 
bekannt?), so können wir weiter berechnen aus: 
2H 
Die Dicke einer kugelschalenförmigen Kapillarschicht kann a 
deshalb nach (34) und (35) berechnet werden mit Hilfe der =» = 
folgenden Größen: 


H, 015 0, Pyy Py und pr. 

Für ein Flüssigkeitströpfehen werden z.B. in Fig. 2 82) | 

die letzten sechs Größen gegeben durch die Dreizahlpunkte ae Bie. 
wie: (4,, C,, B,) oder (4,, C,, B,) usw. (Ziehe in Betracht — 
den Satz im Anfang von § 2.) EN as 
Als zusammengehörende Größen für ein Flüssigkeits- 


radius. (Ann. d. Phys. 48, S. 777. 1915.) 
2) Zeitschr. f. phys. Chemie 91. S. 668. 1916. 
: 
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0, = 0,199, ge = 0,436, p, = 60,66 (atm.), >, = 57,255, pr= 
54,712. Hieraus folgt: m = 1,26 und n = 0,0912. Das Tripp 
chen hat also nach (35) einen Kriimmungsradius: 


R = ser orig X 107° = 6,74 x 1077 = 6,74 Millimikren 


Nach (34) finden wir weiter: 


, V8,222%4 — V2,2224 
//4,076 
Dieser Wert ist genügend im Einklang mit dem Wert 
(etwa 3), den wir für die ebene Kapillarschicht bei dieser Tempe 
ratur gefunden haben. Auch folgenderweise können wir die 
Dicke ¢ der Kapillarschicht unseres Flüssigkeitströpfchens be 
rechnen. Nach (11) ist nämlich der mittlere Druck in eine 
Richtung senkrecht zur Kapillarschicht aes durch: 


(36) ¢=6,74 x 107 = 2,87 Millimikron. 


ca y Pr = (@: — 03) Pa =@)Pı =o 
zul Qi — ®& 
N Für CO, bei 20° erhält man also: aq 
‘ _ 0,844 x 57,255 + 0,237 x 60,606 _ 19,696 + 14,363 _ 58,62 
ad 0,78 — 0,199 ad 0,581 
während: 
4 
Nach (9) wird deshalb: raue 


1,144 
8 Py-Pr 8,908 x 1,0138 


-X 1078 = 2,88 x 1077 = 2,88 up. 
Nun werden wir sogleich finden, daß praktisch: 


in R-R=R-R 
und also: IH 


(37) (1 + (vel. (22), 


2,88 
6,738 

wir weiter {2/12 R? gegen 1 vernachlässigen und finden als 
¢ = 2,88 uu, und dieser Wert ist praktisch derselben wie der 
durch (36) gegebene. Da aber die Berechnung nach Formel 
(34) unabhängig von dem Wert des Quotienten R — R,/R,—R 
ist, ist die erste Methode allgemeiner. In unserem Falle ist 


Da nun £/R wenig differiert von — a (etwa) können 


‘ 
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o> 


Vim-n) - Vim+3n-3 _ 1,6722 - 1,8050 _ 06 

R-R Vim+in+3 - Yım-n 20188-160722 ° 

Praktisch ist also: A — A, = R, — R und die Anwendung 
yon Formel (37) war deshalb berechtigt. 

Auf graphischem Wege!) fand ich noch als eine Gruppe 
von Größen die bei derselben Temperatur zu einem Flüssig- 
keitstrépfchen gehören: o, = 0,775, eo, = 0,197, o = 0,449, 
p, = 60, p, = 57,1 und py = 53,5. Hieraus folgt: m = 1,724 
und n = 0,064 und also 4m + 2n+ 3 = 10,024, 4m +2n — 
3=4,024 und 4(m —n) = 6,640. Das Flüssigkeitströpfchen 
hat deshalb einen Radius von: 


‚62 


Önnen 
n also 


ie der 
‘ormel 
2, 
lle ist 


2H 2 x 1,144 
während: 
R-B, _ 18105-1508 
R-R  2,1962—1,8795 = 


Um die Relationen für ein Dampfbläschen zu erhalten, 
hat man einfach in den Formeln für ein Flissigkeitstrépfchen _ 


mund n in —m und —n zu ändern. 


Hiernach ist also für ein Dampfbläschen: BER 


- V4m-n) 

Für ein Dampfbläschen von Kohlensäure bei 20° fand 
ich als zusammengehörende Größen?): o, = 0,75, o, = 0,1819, 
0 = 0,4977, p, = 52,60, p, = 55,464, py = 50,379. 

Hieraus folgt: — m = 1,2755, — n = 0,0560 und also: 
n— m = 1,2195. 

‘ Das betrachtete Dampfbläschen hat also einen Radius von: 


2,864 x 1,0188 x 107° = 7,88 un. 
Weiter wird nach (38): eh 
- 1/2214 at 
7,88 3 — = 7,88 x = 3,3 uu, 


4,8780 V4,878 


1) Kurve, die das thermodynamische Potential von CO, bei 20° are 
als Funktion der Dichte darstellt und weitere Ausmessung auf der Iso- _ 
therme. 
2) Zeitschr. f. phys. Chemie 91. $. 668. 1916. is A 
Annalen der Physik. IV. Folge. 75. 
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706 4 
_ V4818 - 2,214 
V-Im-In+3 - VYin-m) - 
1,695 — 1,3083 _ 
™ 3,0177 — 1,695 
Die Formeln (34) und (38) lehren, daß für ein Flüssigkeits 
trépfchen die folgende Bedingung befriedigt werden muß: 
4m +2n>3 
und für ein Dampfbläschen: Fr 
— (4m + > 3. 


Nach 


4m +2n=: 


(Für ein Dampfbläschen hat man nun m und n dard 
— m und —n zu ersetzen.) 

Natürlich können wir die oben berechneten Werte nicht 
als genau exakt betrachten. Die Werte der Densitäten wi 
Drucke sind nämlich erhalten mit Hilfe eines Stückes da 
James Thomsonschen Teiles der theoretischen Isotherme un 
das ist hier also ein interpoliertes Stück der empirischen lw 
therme von Kamerlingh Onnes. Die betrachteten Flüssig 
keitströpfchen und das betrachtete Dampfbläschen haben Ab 
messungen, die nicht größer sind als etwa das Dreifache ihre 
Minimalabmessungen. Für Tröpfchen und Bläschen, die gega 
die oben betrachteten groß sind (z. B. 1 Mikron), wird namlid 
die Differenz zwischen den Drucken p, und p, zu klein, w 
mit hinreichender Genauigkeit berechnet werden zu könne 
Für R= „= 10~* cm erhalten wir z.B. für ein Flüssigkeit 
tröpfchen von CO, bei der betrachteten Temperatur: 


— Py = (dyne/cm?) oder 
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während das Experiment die Drucke nur bis auf ein Zehntel __ 
einer Atmosphäre angibt. ae 
Obgleich die scharfe Definition von R unmittelbar aus = 
(20) hervorgeht, wollen wir diese Definition noch einmal auf 
andere Weise anzeigen.) Wir denken uns eine Flüssigkets-- 
kugel nur in Berührung mit ihrem gesättigten Dampf. Weiter __ 
zeit | konstruieren wir eine mit der Flüssigkeitsmasse konzentrische = 
Kugel durch die Kapillarschicht, und den Radius dieser Kugel = 
wählen wir so, daß, wenn die kugelschalenförmige Kapillarschicht 
weggenommen würde, und die homogene Phase der Flüssigkeit : 
bzw. des Dampfes bis zu der Teilungskugel fortgesetzt würde, — 
die Gesamtmasse der Materie sich nicht änderte. Der Radius 
chen) f der auf diese Weise konstruierten Kugel ist nun die Größe R = 
in den obigen Formeln?) und die Kapillare freie Energie H ; 
(Kapillarkonstante) bezieht sich auf eine Einheitsfläche dieser en Er 
Kugel. Die Größen H und R sind also bis zu den größten = 
durch In $1 denken wir uns die Bildung der Kapillarschicht en 
in zwei Stufen zustande gebracht. Erstens sollen die homo- 
genen Phasen der Flüssigkeit bzw. des Dampfes ohne mehr = 
nebeneinander gelegt werden (d. h.: ohne Änderung ihrer Den- _ 
n wl sitäten in ihren Berührungsflächen) und nachher sollen diese 
Phasen einander in ihren Berührungsflächen beeinflussen, um 
e u als Endresultat die stabile Phase der Kapillarschicht zu 
liefern. Stellen o, und o, die Densitäten der Flüssigkeit bzw. 
| Ab des Dampfes dar und ist r, die innere Verdampfungswärme, 
we so ist die Energieumwandlung der ersten Stufe gegeben durch 


= 


den Ausdruck: 
( 1 
m Die Energieumwandlung der zweiten Stufe ist gegeben 
dnp 


durch den Ausdruck: 


igkeite 


1) Vgl. Zeitschr. f. phys. Chemie 80. 8. 138. 1912. 
__ 2) Eine ähnliche Definition hat man natürlich für eine Dampfblase. 
Vgl.: Ann. d. Physik 61. 8. 277. 1920. EEE 


“4 
= 
3 


1 
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wo ¢,, &, die Energie der Flüssigkeit bzw. des Dampfes dar. 
stellen und & die Energie der Kapillarschicht angibt. (Alle 
pro Masseeinheit.) 

Der Ausdruck (II) ist negativ und die Schritte der zweiten 
Stufe gehen also treppab. Der Ausdruck (I)!), der positiv ist 
und die Energie treppauf führt, hat also die Energie zu hoc 
geführt, woraus folgt, daß der Übergang zwischen der Fliissig. 
keit und dem Dampf in der Kapillarschicht nicht völllg dis. 
kontinuierlich sein kann, denn wenn das der Fall wäre, so gäbe 
es keine zweite Stufe. Wenn H die „Kapillarkonstante“ und 
$ die Oberfläche der Kapillarschicht pro Masseeinheit darstellt, 
so gibt die Wärmelehre für die Umwandlungsenergie bei der 
Bildung der Kapillarschicht (pro Masseeinheit): ; 


Stellt man diesen letzten Ausdruck der Summe von {I 
und (II) gleich, so erhält man die Relation: 


8, +8 1 
und das ist eine Relation, die ich in dieser Zeitschrift schon 
früher rein thermodynamisch abgeleitet habe. ?) 

Wenn «, 7, 8 und v die Energie, Entropie, Oberfläche 
bzw. Volumen der Kapillarschicht pro Einheit der Masse dar- 
stellen, H die Oberflichenspannung oder die „Kapillar 
konstante“ ist und der mittlere Druck in der Längsrichtung 
der Kapillarschicht durch pr bezeichnet wird, während wir die 
Temperatur ¢ oder 7 (absolute) und den Krümmungsradius 2 
der Kapillarschicht als Parameter betrachten, so wird in §? 
gezeigt, daB die Differentiale der Relation III in der Form: 


Ss 
ja 
(IV) de—Tdy + prdv = He \-, 


1) Für niedrige Temperaturen geht offenbar Ausdruck (I) praktisch 
in 47; über; die Berechnung lehrt weiter, daß in demselben Falle Aw 
druck (II) ungefähr durch — }r; gegeben ist. Die ganze kapillar 
Umwandlungsenergie bei niedrigen Temperaturen wird also etwa dure 
Ir; 


Bt 


- 
= 
- 
I 
= 
d 
b 
k 
j 
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gebracht kann werden; hierbei ist w eine Abkürzung für den © 
Ausdruck: 
34% _ 2S. 


vd, tin 


Fir isothermische Anderungen wird (IV): 
N 
Tdn=de+prdv, 


und wir erkennen pr als den Arbeitsfaktor der isother ER 
äußeren Arbeit. Die Reduktion der Differentiale von (III) in 
der Form (IV) ist zustande gekommen mit Hilfe des folgenden __ 
Satzes meiner Theorie der Kapillarschicht'): 


„Jede kugelschalenförmige Kapillarschicht, einschließlich 
die Ebene (R = oo) aller Flüssigkeitstropfen und Dampfblasen, 
die bei einer bestimmten Temperatur möglich sind, bildet mit 
ihren koexistierenden (flüssigen und dampfförmigen) Phasen ein 
System von drei Phasen, wofür das thermodynamische Potential 
denselben Wert hat. Hierbei ist der labile Teil der theoreti- 
schen Isotherme Ort der Punkte, die durch ihre Lagen (die 
Koordinaten) den reziproken Wert der mittleren Dichte und 
den mittleren Druck in der Längsrichtung dieser Kapillar- 
schichten angeben.“ 


Mit Hilfe dieses Satzes wird weiter in § 3 die Dicke der 
Kapillarschicht von zwei Flüssigkeitströpfehen und von einem 
Dampfbläschen von Kohlensäure bei 20° berechnet; die ge- 
fundenen Werte sind genügend im Einklang mit dem Wert, 
den ich fand für die Dicke der edenen Kapillarschicht. Wenn — 
R, und R, die Radii der inneren bzw. der äußeren Grenz- 
fläche der Kapillarschicht bezeichnen, so habe ich außerdem 
das Verhältnis: K 

| R-R, 
berechnet. Als Werte fand ich: 1,06, 0,97 und 1,1, Wenn a 
man bedenkt, welcher Art die hier berechnete Größe ist, so 
kann man also praktisch setzen: 


—__ 


1) G. Bakker, Ann. d. Phys. 48. S. 785. 1915. 
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Hinsichtlich der scharfen Definition von & vergleiche mar 
Annalen der Physik 48. S. 771. 1915: „Hierzu denken wir 
uns in einem Gefäß eine Flüssigkeitskugel nur in Ber 
mit ihrem gesättigten Dampf. Als Teilungsfläche wählen wir 
eine mit der Flüssigkeitsmasse konzentrische Kugel. Der 
Radius dieser Kugel, welche durch X angegeben wird, wähle 
wir so, daß, wenn die kugelschalenförmige Kapillarschicht weg. 
genommen würde und die homogenen Phasen der Flüssigkeit 
bzw. des Dampfes bis zu der Teilungskugel fortgesetzt würden, 
die Gesamtmasse der Materie sich nicht änderte. Die Größ R 
nennen wir den Radius der Kapillarschicht.“ Pro 


sss (Eingegangen 14. August 1924.) sagt 


? 
Fr 
Wir 
| 
| 
| 


a 3. Kontinuierliches Réntgenspektrum und 
Planck sches Strahlungsgesetz; 


‘Die ie Zahl der Untersuchungen, die über das kontinuierliche er 
Röntgenspektrum bisher vorliegen, ist nicht so groß, als man 
in Hinsicht auf die Bedeutung des Gegenstandes eigentlich _ 7 
erwarten möchte. Die Erklärung liegt in erster Linie wohl — 
darin, daß die Röntgenlinienstrahlung, die in den letzten ER 
10 Jahren das Interesse der Physiker besonders in Anspruch 
nahm, das kontinuierliche Spektrum etwas in den Hintergrund 
drängte. Dazu kam, daß exakte Messungen der spektralen 


Fehlerquellen erkannte, durch welche noch die ersten Mes- 
sungen von A. W. Hull, M. Rice, C. T. Ulrey u.a. entstellt 
waren. So kam es, daß die Erforschung des Röntgenbrems- 
spektrums nur langsame Fortschritte machte und bis heute ee: 
die Zahl der experimentellen Arbeiten, die exakt genug sind, S : 


zwischen der Grenzwellenlänge 4, und der an der Rabre 
wirkenden Spannung 7, wonach für die der Wellenlänge 2, 
entsprechende Schwingungszahl », die Einsteinsche Gleichung 
hiv, 
gilt, unter h die Plancksche Konstante und unter e ee: ae 
Elementarladung verstanden, wies darauf hin, daB fir die 
Emission der Röntgenstrahlen dieselben Quantengesetze maß- N 
gebend sein willen, aus denen Planck die Temperatur. 


- 
D wir 
2 
: 
# 
aur DeIM studium des 
lichen Spektrums naturgemäß besonders ankommt, sich als 
äußerst schwierig erwiesen und man erst nach und nach die 
beschränkte ist. 
Daß eine Erklärung des kontinuierlichen Spektrums von 
der Quantentheorie auszugehen hat, war von allem Anfang an 
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strahlung des schwarzen Körpers erklärt hat. Für ein 
inneren Zusammenhang zwischen Röntgen- und Wärmestrah. 
lung sprach in der Folge auch der Umstand, daß die Ver. 
teilung der Energie im kontinuierlichen Röntgenspektrum mit 
der Intensitätsverteillung im Wärmespektrum eine auffallend 
Ähnlichkeit zeigt. Auf diese Ähnlichkeit wurde von ver 
schiedenen Seiten hingewiesen, immer aber glaubte man dabei 
hervorheben zu müssen, daß sie rein äußerlicher Natur si 
und eine innere Beziehung zwischen Röntgen- und Temperatur 
strahlung nicht bestehe. Demgegenüber habe ich bereits vor 
einigen Jahren in einer kurzen Notiz!) die Ansicht vertreten, 
daß die Röntgenbremsstrahlung nichts anderes als eine Wärme 
strahlung sei, die von einzelnen, durch den Aufprall der Elek 
tronen besonders stark erhitzten Atomen der Antikathode ausgeht, 
Es hat sich in der Folge gezeigt, daß diese Auffassung grund. 
sätzlich eine durchaus berechtigte war, daß aber ein wesent 
licher Unterschied gegenüber dem Fall der Wärmestrahlun 
dadurch gegeben ist, daß für die Emission der Röntgenstrahlen 
unter anderem auch ein Satz maßgebend ist, der für die 
Temperaturstrahlung keine Rolle spielt: der von der Erhaltung 
des Impulses. Die durch den Aufprall der Elektronen hervor- 
gerufene Wärmebewegung, aus der die Röntgenstrahlen ent 
stehen, hat einen bestimmten Impuls von der Richtung der 
Kathodenstrahlen und der erwähnte Satz fordert, daß sic 
dieser Impuls in der ausgesandten Strahlung wiederfindet; 
dadurch kommen Richtungsunterschiede der Strahlung zustande, 
die einer „normalen“, aus ungerichteter Wärmebewegung hervor- 
gehenden Temperaturstrahlung notwendig fremd sind. 

Eine zweite Eigentümlichkeit des Röntgenspektrums liegt 
in der Tatsache der Grenzwellenlinge. Die Entstehung der 
Wärmebewegung aus dem Aufprall der Elektronen bringt & 
mit sich, daß der Energie der durch den Aufschlag erhitzten 
Atome eine obere Grenze gesetzt ist. Denn ein Atom kam 
im besten Falle, wenn es mit voller Wucht getroffen wird, 
nur die gesamte Energie e - V des Kathodenstrahlteilchens als 
Wärmebewegung aufnehmen. Dieser maximalen Bewegung ent 
spricht nach der Frequenzbedingung im Spektrum eine max 
1) A. March, Phys. Zeitschr. 22. 8.209, 921. 
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male Schwingungszahl und so erscheint das Röntgenspektrum 
auf der kurzwelligen Seite scharf begrenzt, während natürlich er = = 
bei der gewöhnlichen Temperaturstrahlung, die aus einer ledig- —__ 
lich nach Wahrscheinlichkeitsgesetzen um einen mittleren Wert 
verteilten Wärmebewegung hervorgeht, jede beliebig kleine 
Wellenlänge entstehen kann. 

Es ergibt sich so die Auffassung des kontinuierlichen 
Röntgenspektrums als eines Wärmespektrums von beson- 
derer, infolge der angeführten Umstände nicht dem Planck- 
schen Strahlungsgesetz entsprechender Art. Diese Auffas- 
sung näher auszuführen, ist der Zweck der vorliegenden 
Untersuchung. Die im folgenden dargestellte Theorie de 
kontinuierlichen Spektrums hat der Verfasser in den Grund- g u 


zügen bereits vor einigen Jahren entwickelt'), sie in späteren 


Publikationen jedoch mehrfach abgeändert. Diese Abänderungen 2 7 
haben in der Folge zu den verschiedensten Mißverständnissen _ 
Anlaß gegeben. So werden meistens, wenn auf die Arbeiten Er 

des Verfassers ‚Bezug genommen wird, die beiden ersten Ab- 


sprechen, den ich später eingenommen habe und daher von 
mir ausdrücklich zurückgezogen wurden. Es muß indessen ~ 
zugegeben werden, daß die infolge der vorgenommenen Ände- en 
rungen zerrissene Art der Darstellung das Verständnis der 
Theorie sehr erschwert hat; ein zusammenfassender Bericht 
erscheint daher schon aus diesem Grunde gerechtfertigt, um 
so mehr, als inzwischen von Kulenkampff Messungen ver- ” : 
öffentlicht worden sind, die eine exakte Prüfung der Theorie _ 
wenigstens im Gebiet der niederen Spannungen ermöglichen. 

Im besonderen aber sollen im folgenden die Beziehungen des 
kontinuierlichen Röntgenspektrums zu den Gesetzen der Wärme- 
strahlung untersucht werden, um jener oben erwähnten bisher | 
immer bekämpften Auffassung endlich Geltung zu verschaffen, die 
uns erst die wahre Natur der Röntgenstrahlen erkennen läßt. 

1. Die Ergebnisse der experimentellen Untersuchungen. 


= 


a) Die Fehlerquellen. Um irrige Voraussetzungen aus- 


zuschließen, sollen vor allem die über die Intensitätsverteilung En 


= 


= 


1) A. March, Phys. Zeitschr. 22. 8. 429. 1921; ebendort 23. 8.84. _ val 
1922; Ann. d. Phys. 65. S. 449. 1921; ebendort 72. 8. 6038. 1928. ae u 
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im Réntgenspektrum bisher angestellten Untersuchungen ky. 
tisch besprochen und ihre Ergebnisse, soweit sie einwandiri 
erscheinen, kurz zusammengestellt werden. Es wurde bereits 
in der Einleitung bemerkt, daß eine große Zahl von Fehler. 
quellen die Messungen außerordentlich erschweren. Die durch. 
wegs angewandte Methode der Untersuchung war die, daß der 
Kristall eines Braggschen Spektrometers schrittweise um kleine 
Winkel gedreht und jedesmal die vom reflektierten Strahl in 
einer mit Luft gefüllten Kammer hervorgerufene Ionisation 
gemessen wurde. Um aus der Stärke des Ionisationsstrome 
die Intensität J,, mit der die jeweilige Wellenlänge in der 
Strahlung vertreten ist, zu ermitteln, muß beachtet werden: 


1. Daß die von irgendeiner Wellenlänge bewirkte Ioni 
sation nicht der auftreffenden, sondern der absorbierten Energie 
proportional ist, also im Verhältnis zu J, um so stärker au 
fällt, je leichter die Wellenlänge vom Gas der Kammer ab 
sorbiert wird. Diesem Umstand ist in der Weise Rechnung 
zu tragen, daß aus den Absorptionsgesetzen sowie den ge 
gebenen Abmessungen der Kammer der absorbierte Bruchteil 
berechnet und daraus auf die Ionisation geschlossen wird, die 
zustande käme, wenn in jeder Wellenlänge der reflektiert 
Strahl vom Gas zur Gänze absorbiert würde. 


2. Daß der Kristall die verschiedenen Wellenlängen ur 
gleich stark reflektiert. 


3. Daß dem Spektrum erster Ordnung noch Spektren von 
höherer Ordnung überlagert sind. 


4. Daß die Strahlung auf dem Wege von der Antikathode 
bis zur Ionisationskammer eine Änderung der spektralen I 
tensitätsverteilung durch das Glas der Röhre und die durch 
setzte freie Luftstrecke erfährt, indem die verschiedenen Weller 
längen von Glas und Luft in verschiedenem Grade absorbiert 
werden. Schließlich ist noch 


5. die Absorption zu berücksichtigen, welche die Strah- 
lung in der Antikathode selbst erfährt. Der Entstehungsort 
der Röntgenstrahlen ist ja nicht die Antikathodenoberfläche 
selbst, sondern liegt in einer gewissen Tiefe unterhalb der 
Oberfläche, so daß die Strahlung schon auf dem Wege zu 
Oberfläche eine teilweise Absorption erfährt, die besonders i 
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den langen Wellen infolge der hohen Ordnungszahl des Anti- 
kathodenmetalles nicht unerheblich ist. 

Alle diese Einflüsse entstellen das Spektrum und müssen 
berechnet werden, um aus der beobachteten die wahre Inten- 
sititsverteilung zu rekonstruieren. Genau genommen, müßte 
noch in Betracht gezogen werden, daß das Verhältnis zwischen 
Ionisation und absorbierter Strahlungsenergie vermutlich nicht 
für alle Wellenlängen dasselbe ist. Nach Boos!) nimmt die 
ionisierende Wirkung bei gleicher absorbierter Energie mit der 
Wellenlänge zu; da indessen diese Abhängigkeit der Ioni- 
sation von der Wellenlänge sich derzeit noch nicht zuverlässig 
berechnen läßt, wollen wir sie vorderhand unberücksichtigt 
lassen und die Ionisation, vorbehaltlich einer späteren Korrektur, 
proportional der absorbierten Strahlungsenergie setzen. 

b) Das Spektrum in Abhängigkeit von Spannung und Anti- 
kathodenmetall. Die große Zahl der Fehlerquellen bringt es 
mit sich, daß nur wenige der über die Abhängigkeit des Spek- 
trums von Spannung und Antikathode angestellten Unter- 
suchungen als einwandfrei verwertet werden können. Die 
meisten Untersucher beschränkten sich darauf, das Spektrum 
iontometrisch auszumessen, in der Voraussetzung, daß die ge- 
messenen Werte, die nicht oder nur ungenügend korrigiert 
wurden, als spektrale Intensitäten gelten könnten. So wurden 2 
von A. W. Hull und M. Rice?), sowie von C. T. Ulrey*) keine 
der Fehlerquellen 1 bis 5 berücksichtigt. Eine größere Be- 
deutung kommt den Arbeiten A. Dauvilliers*) zu, der seine — 
Messungen auf die Fehler 1 bis 4 korrigierte und nur die 
Absorption der Strahlung innerhalb der Antikathode nicht be- 
ricksichtigte. Als völlig zuverlässig kommen für uns lediglich 
die Messungen H. Kulenkampffs°) in Betracht, die sich aller- _ 
dings nur auf einen relativ kleinen Bereich niederer Spannungen 
(von 7 bis 12 KV.) erstrecken, aber mit größter Sorgfalt unter 
Rücksichtnahme auf alle die angeführten Fehlerquellen an 
acht verschiedenen Antikathodenmetallen vorgenommen wurden. 


1) B. Boos, Zeitschr. f. Phys. 10. S. 1. 1922. eke 
2) A. W. Hull und M. Rice, Proc. Nat. Acad. of Sc. 2.8. 265. 1916. 
8) C. T. Ulrey, Phys. Rev. 11. 8. 401. 1918. ur 
4) A. Dauvillier, Dissertation 1920. 

5 H.Kulenkampff, Ann. d. Phys. 69. S. 548. 1922. 
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Die Spannungen wurden von einer Akkumulatorenbatterie ge 
liefert, waren also streng konstant; auf exakte Messung der 
Röhrenstromstärke wurde besonderer Wert gelegt. Die korri- 
gierten Werte der spektralen Intensitäten ließen überraschend 
einfache Gesetzmäßigkeiten erkennen, wenn in der graphischen 
Darstellung die auf Frequenzen bezogenen Intensitäten 


[4 


als Funktion der Schwingungszabl » aufgetragen wurden. Es 
ergab sich dann, daß die zu einem gegebenen Antikathoden- 
metall und einer bestimmten Spannung gehörigen Werte der 
J, zum größten Teil auf einer geraden Linie liegen. Nur in der 
unmittelbaren Umgebung der maximalen Schwingungszahl », 
weichen die J, von der Geraden nach unten hin ab (vgl. Fig, 3, 
in der die gemessenen Werte durch + bezeichnet sind). Die 
Gerade schneidet in der Verlängerung die »-Achse in einem 
Punkte »,’, der über », hinaus liegt. Der Abstand »,'—», 
von Kulenkampff „Knickgröße“ genannt, ist je nach dem 
Metall der Antikathode verschieden, von der Spannung de 
gegen unabhängig. Im Gebiet der kleinen Spannungen er 
scheint das Gesetz der geraden Linie nicht mehr streng erfüllt, 
indem die Intensitätskurve sich nach unten krümmt. Kulen- 
kampff nimmt an, daß diese Krümmung, die er für nicht 
reell hält, durch die im Gebiet der langen Wellen nicht mehr 
sichere Berechnung der Absorption innerhalb der Antikathode 
verursacht sei. 

Für die Abhängigkeit der Intensitätsverteilung vom Poten- 
tial ergab sich ein einfaches Gesetz, indem die geraden Linien, 
die den verschiedenen Spannungen entsprechen, einander parallel 
sind und die Größe des Kniches sich von der Spannung als ur 
abhängig erweist. Der untersuchte Spannungsbereich ist a 
klein, um die Bedeutung dieses Ergebnisses abschätzen zu 
können. Sollte ihm Allgemeingültigkeit zukommen, so könnten 
wir die Energieverteilung einer Strahlung von beliebiger 
Spannung dadurch in einfachster Weise festlegen, daß wir vom 
Punkte »,’ (= » + dem für alle Spannungen gleichen Abstand 
vy, — »,) aus eine Gerade ziehen. Auf dieser Geraden würden 
dann die Werte der J, für alle jene » liegen, die der maxi 
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können wir das Gesetz nur für den Bereich der untersuchten 
Spannungen als gesichert betrachten. 

Für die gesamte Energie des kontinuierlichen Spektrums 
ergibt sich aus den Messungen mit ziemlicher Wahrscheinlich- 
keit, daß sie proportional dem Quadrat der Spannung ansteigt. 

Der Funktion J, kommt, falls die J,-Werte tatsächlich 
auch im Gebiet der kleinen » auf einer Geraden liegen, ein 
Maximum nicht zu. Wohl aber weist die auf Wellenlängen 
J,-» 


bezogene Intensität J, = =—— ein Maximum auf; für die zu- 
gehörige Wellenlänge findet Kulenkampff das Gesetz 2. 
e 


wobei 5 eine Konstante vom Wert 0,0025 und Z die Ordnungs- 
zahl der Antikathode bedeutet. Der als Faktor von A, auf- 
tretende Bruch nähert sich mit wachsender Spannung dem 
Wert 1, so daß im Gebiet der hohen Spannungen Amax = 1,5 A, 
gilt. Dauvillier gibt Ama = 1,3 A, an; der Unterschied mag, 
wenigstens zum Teil, daher rühren, daß Dauvillier die Ab- 
sorption in der Antikathode nicht berücksichtigt hat, seine 
Messungen sich also auf eine gefilterte Strahlung beziehen; 
Filterung hat aber zur Folge, daß sich die Stelle der maxi- 
malen Intensität gegen das kurzwellige Ende des Spektrums 
hin verschiebt. 

Was die Abhängigkeit des Spektrums vom Metall der 
Antikathode betrifft, so findet Kulenkampff, daß die bei 
gleicher Spannung verschiedenen Metallen entsprechenden Ge- 
raden sich voneinander sowohl in der Knickgröße »,’ — »,, als 
auch in der Neigung gegen die »-Achse unterscheiden. Beide 
Größen nehmen mit steigender Ordnungszahl der Antikathode 
zu. Die Zunahme der Neigung erfolgt so, daß der Tangens 
des Winkels, den die J,-Gerade mit der v-Achse einschließt, 
proportional mit Z ansteigt. Wie leicht einzusehen ist, muß j 
ungefähr im selben Maß auch die gesamte Intensität des 
Spektrums wachsen. 


¢) Das Spektrum in Abhängigkeit von der Emissionsrichtung. 
Daß die Strahlung einer Röntgenröhre sich in den verschiedenen 
von der Antikathode ausgehenden Richtungen sowohl in der 
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Intensität als in der Härte verschieden verhält, geht bereits 
aus den an spektral nicht zerlegten Strahlungen vorgenommenen 


Versuchen von W. C. Kaye’) und J. Stark?) hervor. Der 
erstere benutzte als Antikathode eine diinne Al-Folie, die yop 


= den Kathodenstrahlen nahe senkrecht getroffen wurde und 
Ki konnte nachweisen, daß die von der Folie in der Richtung 
Re des Kathodenstrahles ausgesandte Strahlung intensiver und 
- härter war als in der entgegengesetzten Richtung. Stark 


kam zu denselben Ergebnissen; er nahm, um die störende 
Eigenstrahlung auszuschalten, eine Antikathode aus Kohle und 
stellte fest, daß die Schwärzung eines Films, der innerhalb 
der Röbre im Kreis um die Antikathode gelegt war, in den 
verschiedenen Emissionsrichtungen verschieden intensiv ausfiel, 
Auch die Härte der Strahlung erwies sich, wie Messungen der 
Absorption in Al ergaben, als abhängig von der Richtung, 
Die Messungen der Härte sind in Fig. 1 wiedergegeben, in 


der als Abszisse der Winkel © zwischen der Richtung des 
beobachteten Réntgenstrahles und der des Kathodenstrahles, 
als Ordinate der Absorptionsindex in Al aufgetragen ist. Die 
Figur zeigt, daß die Absorbierbarkeit von © = 150° bis 
# = 90° erheblich abnimmt, um weiterhin nahe unverändert 
zu bleiben. 


Aus späteren Untersuchungen W. Friedrichs?) ging her 
vor, daß das Maximum der Intensität nicht senkrecht zur 


er 1) W. C. Kaye, Cambr. Proc. 15. S. 269. 1909. 
2) J, Stark, Phys. Zeitschr. 10. S. 902. 1909. 
3) Friedrich, Ann. d. 39. 8. 377. 1912. 
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Richtung des Kathodenstrahles, sondern in einer Richtung aus- 
gestrahlt wird, die zwischen © = 0° und O = 90° liegt, ein 
Ergebnis, das nach einer von Sommerfeld entwickelten 
Theorie zu erwarten war. Der dem Maximum entsprechende 
Winkel wurde kleiner, wenn die Spannnung gesteigert wurde 
oder in der Strahlung durch ein Filter die langwelligen Kom- 
ponenten ausgelöscht wurden. Weiterhin konnte Friedrich 
in der Richtung 6 = 0° ein relatives Minimum der Intensität 
feststellen. Dieselben Ergebnisse wie Friedrich erhielt auf 
Grund einer verbesserten Versuchsanordnung W. W. Loebe.!) 


Endgültig konnte die Frage des Richtungseinflusses nur 
durch Messungen, die an spektral zerlegten Strahlungen vor- 
genommen wurden, entschieden werden. Einmal schon deshalb, 
weil nur auf diese Weise eine exakte Trennung der kontinuier- 
lichen von der Eigenstrahlung erreichbar war; diese Trennung 
ist aber unerläßlich, da die überlagerte Eigenstrahlung die 
Gesetze der Richtungsabhängigkeit verdeckt. Hauptsächlich 
ist aber die Spektralanalyse deshalb von Wichtigkeit, weil sie 
darüber Aufschluß gibt, durch welche Veränderungen des 
Spektrums die beobachteten Härteunterschiede bedingt werden. 
Von vornherein sind zwei Möglichkeiten denkbar. Entweder 
ist die Grenzwellenlänge nicht in allen Richtungen dieselbe, 
sondern wird mit abnehmendem Azimut © kleiner, oder aber 
es kommt die verschiedene Härte dadurch zustande, daß bei 
durchwegs gleicher Grenzwellenlänge die spektrale Energie- 
verteilung sich mit der Richtung ändert, indem die Stelle Ana: 
sich mit abnehmendem © nach der Seite der kurzen Wellen 
hin verschiebt. Um zwischen diesen beiden Möglichkeiten zu 
entscheiden, untersuchte E. Wagner?) die spektral zerlegte 
Strahlung einer Spannung von 8000 Volt in den Richtungen 
6= 150° und = 90°. Es ergab sich, daß das Spektrum 
beide Male mit derselben Grenzwellenlänge beginnt, daß also 
ein Einfluß der Emissionsrichtung auf A, nicht besieht. Dagegen 
beeinflußt die Richtung die Art der spektralen Energieverteilung, 
indem das Maximum der Intensität für @ = 90° bei einer 
kürzeren Wellenlänge liegt als für = 150°. 


1) W. W. Loebe, Ann. d. Phys. 44. S. 1083. 1914. 
2) E. Wagner, Phys. Zeitschr. 21. 8. 621. 1920. 
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II. Theorie des kontinuierlichen Spektrums. 


Die Aufgabe der Theorie ist nach dem Vorausgehenden 
in kurzen Worten die folgende. Es treffen auf die Anti. 
kathode Elektronen von einer einheitlichen Geschwindigkeit 
auf. Zu erklären ist: 


1. Warum der Aufprall der einheitlich bewegten Elek- 
tronen nicht auch eine Strahlung von einheitlicher Welilen- 
länge, sondern ein kontinuierliches, auf der kurzwelligen Seite 
scharf begrenztes Spektrum von der beschriebenen, durch die 
Spannung bestimmten Intensitätsverteilung hervorruft? 


2. Warum die Strahlung in den verschiedenen von der 
Antikathode ausgehenden Richtungen sich verschieden verhält? 

a) Statistik der auf die Antihathode übertragenen Bewegungen. 
Um zu einer Theorie des kontinuierlichen Spektrums zu ge- 
langen, haben wir zunächst die Frage zu beantworten, wie die 
auftreffenden Kathodenstrahlteilchen an der Antikathode ab- 
gebremst werden. Geschieht dies auf einen Ruck, oder aber 
vollzieht sich der Vorgang in mehreren Teilbremsungen? Es 
könnte scheinen, als ob die Ergebnisse der Lenardschen 
Untersuchungen, nach denen ein Kathodenstrahlteilchen in 
einem Atom entweder total abgebremst wird oder aber das 
Atom mit unverminderter Geschwindigkeit verläßt, für die 
erstere der beiden Möglichkeiten sprechen würde. Aber letzten 
Endes beweisen sie doch nur, daß die Abbremsung eines Elek- 
trons sich innerhalb eines bestimmten engen Bereiches voll- 
zieht, lassen jedoch die eigentliche Frage, auf die es uns at 
kommt, völlig offen. Wir werden allen Möglichkeiten gerecht 
werden, wenn wir annehmen, daß ein Kathodenstrahlteilchen 
im Elektronensystem desjenigen Atoms, durch das es auf 
gehalten wird, durchschnittlich eine gewisse Zahl N von Zu 
sammenstößen erfährt und in jedem Zusammenstoß einen Teil 
seiner Energie an das getroffene Elektron oder den getroffenen 
Atomkern abgibt. Wenn wir von Zusammenstößen sprechen, 
so ist darunter gemeint, daß das Kathodenstrahlteilchen # 
nahe an einem Elektron oder dem Atomkern vorbeifliegt, dab 
es eine genügend starke elektrostatische Einwirkung erfährt, 
um von seiner Bahn abgelenkt zu werden und einen Teil 


seiner Bewegung auf das Zentrum des einwirkenden Feldes 
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zu übertragen. Treffen in der Sekunde Z Kathodenstrahl- 
teilchen von der Geschwindigkeit v,, also der Energie 2, = ”-- 


auf die Antikathode auf, so erhalten also im ganzen Z- N Elek- 
tronen (von den getroffenen Atomkernen wollen wir absehen) 
eine bestimmte Bewegung, die wir durch die Geschwindigkeits- 
komponenten 2, ¥, 2 charakterisieren wollen. Unter diesen 
Z.N Elektronen, welche die Energie des Kathodenstrahls auf- 
genommen haben, wird es eine gewisse Anzahl geben, deren 
Geschwindigkeitspunkt in das Element dz-dy-dz des Ge- 
schwindigkeitsraumes fällt. Wir schreiben diese Zahl an zu 
Z:N.w-dö dydz2. Denken wir uns die X-Achse in die 
Richtung des Kathodenstrahles gelegt, so wird die Verteilungs- 
dichte » eine Funktion der Geschwindigkeit v = 2+ 93+ 2° 
sowie des Winkels © sein, den Geschwindigkeit und X-Achse 
miteinander einschließen. Da die Zahl der Elektronen, deren 
Geschwindigkeit zwischen den Grenzen v und v+dv und 
deren Geschwindigkeitsrichtung zwischen © und liegt, 
gegeben ist durch so gilt — 


Sf 
Weiter ist, da die gesamte Energie der Z- N getroffenen 
Elektronen aus der der aufschlagenden Kathodenstrahlteilchen 
stammt: 


m“ 
00 


Schließlich fordert der Impulssatz, daß der gesamte Impuls 
4-mv = ZY 2E,m des Kathodenstrahles sich in dr Bewegung 
der getroffenen Elektronen wiederfindet. Da der Impuls die = 
Richtung der z-Achse hat, so muß also sein: eae ; 


(3) sin O-dv-dO =Z- Y2E,m. 


Aus (1), (2) und (3) folgt, daß die Entropie S, die, von hier be- — a 
Konstanten abgesehen, gegeben ist das Integral 


¢ 


Annalen der Physik. IV. Folge. 75. doe 
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ein Maximum wird, wenn 
logw + av?+ pvessO0+y7=0 

oder 

(4) w= 


Die Konstanten a, « und $ bestimmen sich aus den Glei. 
chungen (1), (2) und (3), indem wir darin für w den Aus. 
druck (4) einsetzen. Um die Integrationen ausführen zu können, 
ersetzen wir in allen Integralen die obere Grenze v, durch o, 
Das bedeutet allerdings insofern einen Fehler, als wir auf die 
exakte Darstellung des Spektrums in der unmittelbaren Nähe 
der Grenzwellenlänge verzichten. Denn wenn wir Geschwindig- 
keiten oberhalb v, zulassen, so treten gemäß der Frequenz. 
bedingung im Spektrum Wellenlängen unterhalb 4, auf. Immer- 
hin läßt aber die Erwägung, daß w mit wachsendem v rasch 
abnimmt, erwarten — und der Erfolg hat die Erwartung ge- 
rechtfertigt —, daß der Fehler sich schon in kurzer Ent 
fernung von A, nicht mehr bemerkbar macht. Die Gleichung (1) 
ergibt zunächst: 

Wir entwickeln hier e-#”e®s® bis auf das Glied erster Ord- 
nung. Der Fehler, der durch diese Entwicklung für große 
Werte von v zustande kommt, wird durch das Glied e-*", 
das mit wachsendem v rasch. auf Null sinkt, kompensiert 
Wir erhalten: 


2aa (1 — 30: cos @)sin@-dO 


0 ez 0 
4a’? a 


=4na- 


Weiter ergibt die Gleichung (2): r 
fore (1 — Pvcos O)sind 


(7) 
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Schließlich folgt aus (3): 


0 


7) 1 

iG 4 

V2E,m 


Aus (5), (6) und (7) ergeben sich für die Konstanten a, « und £ 


die Werte: 
(8 = 3m\* N | 2m 
Damit wird die Verteilungsdichte w, wenn wir u he = F setzen: 
+8 J — e 7 
“0 


woraus für die Zahl % der Elektronen, die eine Geschwindig- 
keit zwischen v und »+dv und eine Richtung zwischen 0 
und 9-++d® erhalten, der Ausdruck folgt: 


Z- const. (Arme -v? sin dv 
0 


2 
oder wenn wir — ma = H, mvdv=dE setzen und statt der 


Zahl Z die Stromstärke i einführen: 


3NE E 


(10) N = const. i 

 b) Die Umsetzung der Bewegungsenergie in Strahlung. Um 
aus dem Ausdruck (10) die in Strahlung umgesetzte Energie 
zu berechnen, gehen wir von folgenden beiden Annahmen aus. 
1. Ein Elektron strahlt, wenn es überhaupt die beim Zu- 
sammenstoB aufgenommene Energie Z in Strahlung umsetzt 
(der Umsatz tritt, wie aus dem geringen Nutzeffekt der Röntgen- 
strahlenerzeugung hervorgeht, nur relativ selten ein), stets die 
ganze Energie Z aus und zwar monochromatisch gemäß der 


Frequenzbedingung in der Schwingungszahl » = #, Diese 


h 
sieht in mit der Tatsache einer größten 
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Schwingungszahl »,, die dann zustande kommt, wenn en 
Kathodenstrahlteilchen seine ganze Energie 7, = ¢-V in einen 
einzigen ZusammenstoB verliert. 


2. Die Wahrscheinlichkeit der Ausstrahlung soll vom Be. 
trag der auszustrahlenden Energie Z, also wegen FE =h.y 
von der Schwingungszahl » abhängen. Wir wollen die Art 
der Abhängigkeit vorderhand unbestimmt lassen und lediglich 
annehmen, daß die Wahrscheinlichkeit der Ausstrahlung pro. 
portional zu v" sei, d. h. daß von RX Elektronen, die zur 
Schwingungszahl » gehören, der Bruchteil k- N+" die Energie 
in Strahlung umsetzt, wobei k eine von » unabhängige Kon. 
stante bedeutet. Den Wert des Exponenten werden wir später 
aus dem Vergleich mit der Erfahrung ableiten. 

Auf Grund dieser Annahmen berechnet sich die von der 
Antikathode ausgehende Strahlung folgendermaßen. Der Au- 
druck (10) gibt die Anzahl derjenigen Elektronen an, die bei 
der Röhrenstromstärke i in der Sekunde eine Bewegung er 
halten, deren Energie zwischen den Grenzen Z und EF +d 
und deren Richtung zwischen 9 und © + d@ liegt. Von diesen 
N Elektronen setzt nach Annahme 2 der Bruchteil AR - »" die 
Energie in Strahlung um, deren Schwingungszahl zwischen 


h h 


liegt. Setzen wir in ARv" den Ausdruck (10) ein und ersetzen 
wir gleichzeitig überall # und HZ, durch Av und h-», w 
erhalten wir für die Zahl der strahlenden Elektronen 

3Nv 


% 


Es ist das die Zahl derjenigen Elektronen, die bei der Röhrer- 
stromstärke 7 eine Strahlung, deren Schwingungszahl zwischen 
und » + dy» liegt, so in den Raum hinausschicken, daß der 
Impuls der Strahlung eine Richtung zwischen © und 0 + d@ 
hat. Daß wir hier auf den Impuls, den die Strahlung vo 
den auftreffenden Elektronen übernimmt, Rücksicht nehmen, 
ist wesentlich, weil es gerade die Tatsache dieses Impulse 
ist, welche die Richtungsabhängigkeit der Röntgenstrahlung 


Ko 
Ric 
Be 
ein 
fel 
er 
El 
(12 
Fi 
i 
tn 
tro 
(li 
De 
eil 
tu 
be 
im 
be 
u 
= de 
at. 
3 G 
de 
di 
bedingt. 
gt 


hen + 
3 der 
d@ 
vol 
hmen, 
pulses 
hlung 


Kontinuierlich. Rontgenspektrum u. Plancksches Strahlungsgesetz. 725 DTM 


c) Die Ausbreitung der Strahlung im Raum. Die von den 
Elektronen (11) emittierte Energie wird, da der Impuls in der 
Richtung © liegt, im Raume nicht gleichmäßig, sondern mit 
Bevorzugung der Richtung © ausgestrahlt. Das Gesetz, nach 
welchem sich eine Strahlung von gegebenem Impuls über die 
einzelnen Richtungen des Raumes verteilt, wurde von Sommer- 
feld angegeben. Wird ein Elektron von der Geschwindigkeit 
v=f-c plötzlich auf Null abgebremst, so ist die Energie 8, 
die unter dem Winkel # gegen die Bewegungsrichtung des 
Elektrons emittiert wird, nach Sommerfeld gegeben durch 

1) 
(1 — ß cos 9)? 
8 ist die Energie, welche durch die in der Richtung # gelegte 
Flächeneinheit der Einheitskugel in der Sekunde hindurch- 
tritt. Da m 9?c?/2 gleich der Energie E des gebremsten Elek- 
trons ist, so können wir für $ auch schreiben: 


Esin? 3 2 
§ = const. W— feos dF — const. # (1 + 2 cos #) sin? 3 


(13) 
= = const. sin? (1 +2 


Der Ausdruck (13) gibt das Gesetz an, nach welchem sich 
eine Strahlung von der Energie EZ auf die einzelnen Rich- 

tungen des Raumes verteilt. % ist der Winkel zwischen der 
betrachteten Emissionsrichtung und der Richtung des Strahl- 
impulses. 
Mittels des Ausdruckes (13) können wir nun die Strahlung = 
berechnen, die im Intervall von » bis »+ dy pro Sekunde — 
unter irgendeinem Winkel ©, gegen die Richtung des Katho- 
denstrahles emittiert wird. Der Ausdruck (11) gibt, wie erwähnt, — 
die Zahl Gugunigen Elektronen an, deren Strahlung im Inter- 


(12) S = const. 


1) A. Sommerfeld, Phys. Zeitschr. 10. 8.9. 1909. Man könnte 
statt des Ausdruckes (12) versachoweise auch den benützen, den Som mer- 
feld für die Strahlung berechnet, die durch ein gleichförmig verzögertes 
Elektron erregt wird. Im Ausdruck (13) würde dann statt 2ßcos 9 das 
Glied 5/,8cos $ auftreten und in den folgenden Berechnungen überall 
der Faktor 2 durch °/, zu ersetzen sein. Welchem der beiden Aus- ~~ 
drücke die größere Berechtigung zukommt, wird sich erst an der Hand Br . 
exakter Versuche über die Richtungsabbingigkeit der Röntgenstrahlen 
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Wir führen nun noch den Azimutalwinkel (Fig. 9} li 


gonst. Z sin? (1 +2 cos 9) 
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vall von » bis » + dv liegt und deren Impuls mit der Rich. 
tung des Kathodenstrahles einen Winkel zwischen OQund@ +49 | E 


ein und berechnen vorerst m 
zZ die Zahl jener im Intervall », 

zwischen den Grenzen Oud} E 
(99) pm und gidg] 9 
liegt. Die Bedeutung vongf # 

ist aus der Fig. 2 zu ersehen,} ( 
in der als z-Richtung die} 2 
Richtung des Kathoda-f g 
strahles genommen ist; gitf 
der Winkel zwischen derzyf T 
Ebene und derjenigen durch} y 

( 


> 


die z-Achse gelegten Ebene, 
in welcher der in Betracht 
gezogene Impuls liegt. Die 
Zahl derjenigen Elektronuf 
die im Intervall »,» + dy strahlen und deren Impulsrichtung 
zwischen den Grenzen 0, 0+ d0, 9, y-+-d@ liegt, ergibt 
sich aus (11) zu 


Fig. 2. 


% 6 


(14)R = const. 


Jedes dieser 9’ Elektronen sendet unter dem Winkel # gegen 
die Richtung 9, g nach (13) durch die Flächeneinheit der 
Einheitskugel eine Strahlung im Betrage von 


= const. hv sin? (1 + cos 9). 


Das gibt im ganzen eine Strahlung im Betrage von 


const. 
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Diese Strahlung des Intervalles », » + dy» rührt her von jenen 
Elektronen, deren Impulsrichtung zwischen , 9 +d9,9,9+dy 
liegt und geht von der Antikathode in einer Richtung aus, die 
mit ©, g den Winkel einschließt. 
Aus (15) berechnen wir nun die gesamte Strahlung, die 

unter irgendeinem Winkel ©, gegen die Kathodenstrahrich- 
tung zustande kommt und sec”! durch die Flacheneinheit der ==» 
Einheitskugel hindurchtritt. Die Richtung, für welche wir de 
Strahlung berechnen wollen und die mit der des Kathoden- 
strahles den Winkel ©, einschließt, soll in der zy-Ebene liegen 
(Fig. 2). Diese Richtung ist jeder anderen vom selben Winkel ©, 
natürlich völlig gleichwertig. Wie aus der Figur hervor- 
geht, ist 

(16) cos # = cos O cos 9, + sin Osin 0, cosy. 


Um die gesamte Strahlung der Richtung ©, zu finden, haben 
wir den Ausdruck (16) in (15) einzusetzen und über den Winkel 0 
von 0 bis m, über p von 0 bis 2” zu integrieren. Wir erhalten 
dadurch für die Strahlung J,6,: 


3x» yz 

= const. i—— € 2% le % sin O 
%" 


- dO(1 — cos? 9) (1 + 


Das Integral gibt nach Einsetzen für # und Einführung der Bay 


cos #) dg. 


Abkürzung K, für 2 
; x 2x 
j - cos? @ - cos? ©, 
00 - sin? ©, cos? g — 2 cos 9 cos 9, sin Osin 0, cos ¢) 


-(1 + K, cos O cos O, + K, sin © sin ©, cos g). 
Multiplizieren wir aus und lassen wir diejenigen Glieder fort, 
- zum Integral keinen Beitrag liefern, so erhalten wir: 


a 22 


Vz dg (1+ K,cos@ - cos — cos?O 
- cos?@, — K, cos*O, - cos*@ — sin?® - sin?©, 
- cos? g — 3 K, cos 0. cos ©, - sin? - sin? ©, 
- c08?p)=J + K, cos 0, -J,—cos*O,-J,— K, cos*O, 
I, — sin? 0, -J, — 3 K, cos 9, sin? ©, -J,. 


Rich. 
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Die Integrale J lassen sich sämtlich durch partielle Aus 


Der Wert desselben ist, wenn wir zur Abkirzung 


setzen: 
J, = 2a. 


oder einfach Te , da wir e=# gegen e* vernachlässigen 
können. Die Ausführung der übrigen Integrale ergibt, immer 


unter Vernachlässigung von e-#: 
J, g=1-- 
3 6 6 3 
1 [2 2 1 
2) C53 cs (1-4), 
6 


1/2 6 1 
Somit erhalten wir für die Strahlungsintensität J, in der Rich- 


9: 
5 3Nv 


— c, sin?O, 0080, (c, cos? O, — c, 
me 


+ 3, sin? 0,)) . 
Für ©, = 90° vereinfacht sich = Ausdruck zu 3 


wh 


(18) J,,, = const, — 


erg! 
sita 
(19) 
| 
~ 
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ul 
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Ersetzen wir schließlich noch » durch I dy durch 


ergibt sich für die auf Wellenlängen bezogene spektrale Inten- 
sität J, der Ausdruck: 


eda 
80 


Der Faktor 1 — c, ist für einen großen Wertbereich von do a 
nahezu konstant, so daß seine Veränderlichkeit ohne großen 
Fehler vernachlässigt werden kann. a 
a: 


III. Vergleich der Theorie mit der En EWR 
a) Bestimmung der Konstanten N und n. Die Theorie läßt 
im Ausdruck für die spektrale Intensität J, zwei Konstante, 
die durchschnittliche Zahl N der Zusammenstöße, sowie den 
Exponenten x, der die Wahrscheinlichkeit der Emission regelt, 
unbestimmt. Zur Ermittlung von N stehen uns zwei Wege 
offen. Wir können entweder so vorgehen, daß wir den Aus- 
druck (19), der die spektrale Intensitätsverteilung in der Rich- 
tung @, = 90, senkrecht zur Richtung des Kathodenstrables, an- 
gibt, nach A differenzieren und durch Nullsetzen des Differential- _ 
quotienten eine Beziehung zwischen W und der Wellenlänge Ans. 
des Intensitätsmaximums herstellen; diese Beziehung kann dann, __ 
indem wir für Amex den empirisch gefundenen Ausdruck I. b) 
einsetzen, in eine solche zwischen der Zahl N und der Span- 
nung 7, sowie der Ordnungszahl Z verwandelt werden. Oder 
aber wir können N aus der „Knickgröße“ (vgl. I.b) berechnen, 
was der sicherere Weg sein wird, da hier N nicht aus einem 
tintigen MeBwert, sondern dem gesamten Verlauf der Inten- 
tititskurve abgeleitet wird. 


Da die Knickgröße nur für einen kleinen Spannungsbereich 
ücher bekannt ist, werden wir die Bestimmung von N am besten 
mach beiden Methoden vornehmen. Wir erhalten durch Dif- 
ferenzieren des Ausdruckes (19), wenn wir dabei den Faktor 
I-c,, der, wie erwähnt, von 2 nahe unabhängig ist, als eine 
Konstante betrachten: 


22? 2V 18 +3 rt 


3 
ng 
3 N 
| 
- 
: 
gen 
mer 
’ 
tich- Ex 
U w 
20 
thi 
_ 
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7 


x 


oder 


u 3 9 3N 

(20) Amax'? = Ay + 
Liegt die Spannung nicht zu tief, so kénnen wir nach Kulen. 
kampff, unabhängig von der Art der Antikathode, Anax = 1,54, 
setzen. Für n werden wir weiter unten den Wert 1 als den 
wahrscheinlichsten ableiten, da er dem Gesetz der Zunahme 
der Gesamtintensität mit dem Quadrat der Spannung entspricht 
Durch Einsetzen dieser Werte in Gleichung (20) erhalten wir 
N = 5,22. Die von Kulenkampff untersuchten niederen Span. 
nungen (7 bis 12 KV.), für die Anax, gemäß der empirischen 
Formel (Ib) unterhalb 1,52, liegt, ergeben für N etwas kleinere 
Werte von 4,90 bis 5,14. Daß die Zahl der Zusammenstöß 
mit sinkender Spannung etwas abnimmt, ist zu erwarten, da 
ein schnelles Kathodenstrahlteilchen, um zum Stillstand ge 
bracht zu werden, offenbar einer größeren Zahl von Zusammer- 
stößen bedarf, als eines von kleiner Geschwindigkeit. Es fällt 
jedoch auf, daß von einer gewissen ziemlich niedrig liegenden 
Spannung (etwa 20 KV.) an, der Wert von N sich nicht mehr 
wesentlich ändert 

Mit den aus A „ax abgeleiteten Werten von N stimmen die- 
jenigen Werte, die den von Kulenkampff gemessenen Kuick- 
größen am besten entsprechen, gut überein. Man findet durch 
Probieren, daß die gemessenen »,’ — », für N Werte verlangen, 
die, mit 7 linear ansteigend, zwischen 4,94 und 5,14 liegen. 

Um den Exponenten n zu ermitteln, gehen wir von der 
empirisch hinreichend gesicherten Tatsache aus, daß die ge 
samte Energie des kontinuierlichen Spektrums mit dem Quadrat 
der Spannung (oder wegen des Duane-Huntschen Gesetze) 
umgekehrt proportional dem Quadrat von 4, zunimmt. Die 
gesamte Intensität J des Spektrums läßt sich für solche Spar- 


nungen, für die N nahe eine Konstante ist, leicht zu 


= 30% 
= const. 7 a, fe a 


(1 oul ¢,) di 


const. 7 


n+2 
g 


an sf AD 


4 
| 
8 
gor 
U 
d 
( 
\ 
t 
ai = 
J=]4, 
(21) 
fa 
| — [r(z)a(;). 


wenn wir 
_3Xh 

+3 A,\n +3 2 

setzen. Es ergibt sich also J proportional zu Ar : 


n+1? 


um Übereinstimmung mit der Erfahrung zu erreichen, für n 
der Wert 1 folgt. Die spektrale Intensität in der Richtung 
0, = 90° wird damit 


_ BNAy +3 do 1 
bzw. 


b) Das Spektrum in Abhängigkeit von der Spannung. In 
ad 3 sind die nach (23) für die Spannungen V = wns, 7850, 


\ ee 

230 30 

Fig. 3. 

8750, 9600, 10470, 11200 und 11980 Volt berechneten Intensi- 

tätsverteillungen zusammen mit den von Kulenkampff ge- 


messenen wiedergegeben, wobei als Abszissen die Schwingungs- —__ 
zahlen » (multipliziert mit 10719), als Ordinaten die auf 8 
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schieben muß, da derselbe Bereich in A/A, zu einem um # | 
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bezogenen spektralen Intensitäten J, aufgetragen sind. Die 
gemessenen Werte sind durch +, die berechneten durch 6 
bezeichnet. Soweit die gemessenen Werte auf einer Geraden 
liegen, stimmen sie mit den theoretischen Intensitäten genau 
überein. Nur im Gebiet der kleinen Schwingungszahlen 
weichen die theoretischen und die gemessenen Kurven von 
einander ab; während die ersteren sich annähernd geradlinig 
fortsetzen, krümmen sich die letzteren nach der Abszissen- 
achse hin. Kulenkampff hält diese Abweichungen, die, wie 
aus der Figur hervorgeht, von durchaus unregelmäßiger Art 
sind, für nicht reell, sondern nimmt an, daß der geradlinige 
Anstieg der Kurven sich in Wirklichkeit bis » = 0 fortsetzt 
Es muß indessen bemerkt werden, daß auch nach der Theorie 
die J,-Kurven nur ein gewisses Stück weit geradlinig verlaufen, 
um sich weiterhin nach unten zu krümmen; der geradlinige 
Anstieg reicht allerdings weiter als bei Kulenkampff und 
erstreckt sich ungefähr über die erste Oktave. Bei » = 0,4», 
erreicht die J,-Kurve ein Maximum, um von dort an ziemlich 
steil abzufallen. 

In der unmittelbaren Umgebung der Stelle », versagt, wie 
in II vorauszusehen war, der Ausdruck (23), indem er für 
vy =, nicht, wie es sein sollte, verschwindet. Es ergibt sich 
erst von v= 0,9», an Übereinstimmung mit der Erfahrung. 

Im Bereich jener Spannungen, für die N eine Konstante 
ist, lassen sich die den verschiedenen Werten von 7 ent 


sprechenden Energieverteilungen aus einer gemeinsamen Grund- 
funktion 


—\< 


dy 
durch Multiplikation mit 1/2,° ableiten. In Fig. 4 ist y als 
Funktion der Verhältniszahl 4/2, aufgetragen. Die Berechnung 
einer Strahlung von gegebenem 2, aus der Kurve der Fig. 4 
erfolgt in der Weise, daß man für jedes A das Verhältnis A/l, 
bestimmt und der Kurve das zugehörige y entnimmt; der mit 
1/2,° multiplizierte Wert von y ist die gesuchte Intensität J, 
Man erkennt leicht, daß die als Funktion von A aufgetragen | | 
J,-Kurve sich mit abnehmendem A, immer mehr zusammen 


(24) y= const. iN%.e7 — ¢;) = 


2 
| 
En 
> 
a) 
Ay - 
. 
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der Bereich von 0,5 bis 1,0 Ä.-E., dagegen für A, = 0,1 4-8 | oe 
nur mehr der von 0,1 bis 0,2 Ä.-E. Physikalisch bedeutet | jg 
en dies, daß mit zunehmender Spannung die Hauptmasse der | g 
Strahlung sich im Spektrum immer mehr in der Nähe des | ıı 
kurzwelligen Endes konzentriert. In Fig. 5 sind die nach (22) | ¢ 
berechneten Energieverteilungen für Spannungen von 50 bis gr 

100 KV. wiedergegeben. W 

b) Das Spektrum in Abhängigkeit vom Azimut. Haben wir | X. 

im vorausgehenden die Theorie nur für eine spezielle Emissions- ge 

richtung (Azimut ©, = 90°, senkrecht zur Richtung des | yi 
Kathodenstrahles) an der Erfahrung geprüft, so haben wir jetzt | xl 

zu zeigen, daß sie auch die Richtungsabhängigkeit der Strah- ge 

lung richtig wiedergibt. Der Richtungseinfluß auf die Strahlung f di 

= erstreckt sich nach I.c) sowohl auf die gesamte Intensität J | fy 
des Spektrums, als auch auf die Art der spektralen Energie ] y 
verteilung. Was den ersteren Einfluß betrifft, so erklärt e | 4 
sich aus dem Wahrscheinlichkeitsgesetz (10), das die Zahl der- # Si 
jenigen Elektronen bestimmt, deren Bewegungsenergie zwischen } de 
E und E+dE liegt und deren Impulsrichtung mit der Rich- § in 
tung des Kathodenstrahles einen Winkel zwischen © und § be 
0 + d@ einschließt. Der Ausdruck (10) hat in der Abhängig- J gr 
keit von © für 0 = 0° ein Maximum, d.h. der Mehrzahl der § giz 
Elektronen kommt eine Bewegung von der Richtung def ric 
Kathodenstrahles zu. Da diese Elektronen in den Richtungen § ki 
0=0° und 9 = 180° keine Strahlung liefern, so muß die wi 
gesamte Strahlung in diesen Richtungen ein Minimum auf § str 
weisen. Das Maximum der Ausstrahlung muß, zufolge des} be 
Sommerfeldschen Gesetzes (12), in einem Azimut erfolgen, das § int 


a os zwischen 9 = 0° und 9 = 90° liegt und um so weiter von f De 
90° absteht, einer je höheren Spannung die Strahlung ent § de 
spricht. im 


Die Erklärung des Richtungseinflusses auf die gesamte f ku 
Intensität ergibt sich also im wesentlichen aus dem Gesetz | ge 
von der Erhaltung des Impulses, das sowohl dem Ausdruck (10) } die 
als auch dem Strahlungsgesetz (12) zugrunde liegt. Es be f lu 
deutet in der Erkenntnis der Röntgenstrahlen einen wesent f int 
 liehen Fortschritt, daß die Theorie im selben Satz auch die } na 
Erklärung für die Richtungsabhängigkeit der spektralen Energie 

Bun verteilung findet. Die elementare Erklärung dieses früher aus f dri 


| 
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rein kinematischen Betrachtungen abgeleiteten Richtungseffektes 
ist bekannt. Die Exzentrizität der vom Elektron während der 


Bremsung ausgehenden Wellenflächen soll bewirken, daß die 


Impulsbreite der Strahlung in der Richtung des Kathoden- HE E 


strahles den kleinsten, in der entgegengesetzten Richtung den 


größten Wert hat. Identifizieren wir die Impulsbreite mit der 
Wellenlänge, so muß also die Strahlung in der Richtung des 


Kathodenstrahles kurzwelliger (härter) als in der entgegen- 
Es ist überflüssig, auf die schwer- 


gesetzten Richtung sein. 
wiegenden Bedenken näher einzugehen, die gegen diese Er- 
klärung vorgebracht werden können. 
geht unwiderleglich schon aus der Tatsache hervor, daß sich 
die Grenzwellenlänge, die für ©, = 0° kleiner sein müßte als 
für 9, = 180°, von der Emissionsrichtung als unabhängig er- 
weist. Es kann kein Zweifel sein, daß der wahre Grund der 
Härteverschiedenheit nicht in einem Dopplereffekt, sondern im 
Sinne der vorgetragenen Theorie im Satz von der Erhaltung 
des Impulses zu suchen ist. 
in den Sätzen (10) und (12). Die Gleichung (12) besagt, daß 
bei den einzelnen Ausstrahlungen die Richtung, in der die 
größte Energie in den Raum hinausgesandt wird, nicht in 
einem rechten, sondern einem spitzen Winkel zur Bewegungs- 
richtung des Elektrons steht und daß der Winkel um so 
kleiner ist, eine je größere Energie in Strahlung umgesetzt 
wird. Das hat zusammen mit Satz (10), nach welchem die 
strahlenden Elektronen sich vorherrschend im Azimut ©, = 0° 
bewegen, zur Folge, daß die Richtung der größten Strahlungs- 
intensität für die verschiedenen Wellenlängen verschieden liegt. 
Denjenigen Wellenlängen, die nach der Frequenzbedingung aus 
der Energie langsam bewegter Elektronen hervorgehen, kommt 
im Azimut ©, = 90° die maximale Intensität zu, während die 
kurzen Wellenlängen, die nach (12) stark dissymmetrisch aus- 
gestrahlt werden, ihre größte Intensität in Richtungen haben, 


die unter 90° liegen. Die größte Härte wird nun die Strah- 


lung in jenem Azimut aufweisen, in welchem die Haupt- 
intensität der kurzwelligen Komponenten liegt, um von dort 
nach beiden Seiten hin weicher zu werden. 

Deutlicher geht dies aus einer Untersuchung des Aus- 
Wins (23) hervor. Es ergibt sich aus ihm für das Ver- 


Die Erklärung liegt, wie frühe, 
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hältnis der spektralen Intensitäten in den Richtungen 9, und 90°. 


en; 1 — e, cos? 9, — ¢, sin? EL cos ©, (e, cos? 6, 
Jv — + 36, sin? 6) 
(25) = | 


wobei die Bedeutung der c in Il.c) angegehen ist. Es ist be. 
Jy 
J, 


merkenswert, daß im Verhältnis weder N noch n auf. 


tritt, dieser Teil der Theorie daher von allen speziellen Ap. 
nahmen über die Werte von N und » unabhängig ist. Eine 
allgemeine Diskussion der Gleichung (25) erweist sich ihrer 
Umständlichkeit wegen als unmöglich. Wir müssen uns daher 
mit der Berechnung eines konkreten Beispiels begnügen. In der 
nachstehenden Tabelle sind für eine Strahlung 2, = 0,5 Ä.E 


(24,6 KV.) die Werte von 3 für fünf verschiedene Wellenlängen 


und zehn verschiedene Azimute berechnet. Aus den Zahlen 


Br | 
0,5 Ä-E. | 0,6 Ä.-E. | 0,7 Ä.-E. | 0,8 Ä.-E. | 

0,40 | 0,48 0.47 | 0,50 0,58 
Pale 150° | 081 0,55 0,58 | 0,60 0,64 
a 185° | 0,68 0,67 | 0,69 0,72 0,75 
Er 120° 0,77 0,79 | 0,82 0,83 0,86 
oe ya 105° 0,91 0,92 | 0,98 0,94 0,95 
DER 90° 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 
un 15° 1,04 1,08 1,02 | 1,01 1,01 
ART 60° 1,01 | 1,00 1,00 0,99 0,98 
u Gi 45° | 0,9 0,94 0,94 0,98 0,92 
RR, 30° | 085 | 0,86 0,86 0,86 0,86 
Bu Dr 0° 05 | 0,77 0,78 0,79 | 0,80 


geht vor allem hervor, daß die Intensität des Spektrums in 
den Azimuten 0° und 180° ein Minimum aufweist. Die m 
©, = 180° gehörigen Werte der J, betragen nur ungefähr 46 Proz 
der entsprechenden Intensitäten im Azimut 90° Das zweite 
Minimum in der Richtung ©, = 0° liegt beträchtlich höher, 
die Verhältniszahl ist hier 0,77. Die genaue Lage des Intensität 
maximums läßt sich der Tabelle nicht entnehmen, doch geht 
aus den Zahlen hervor, daß der zugehörige Winkel kleiner it 
als 90°. Wie bereits erwähnt, ist die Richtung, in der eine 
en in maximaler Intensität emittiert wird, je nach 
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der Wellenlänge verschieden. Sie bestimmt sich aus der 
Gleichung 

me 
(26) sin®, (cos? +5 + = 3) = 0, 
die man durch Differenzieren des Ausdruckes (25) erhält. Die 
Lösung sin ©, = 0 entspricht den beiden Minimen, die für alle 
Wellenlängen in denselben Richtungen auftreten, während der 
eingeklammerte Ausdruck, gleich Null gesetzt, die Lage des 
Maximums bestimmt. Das zum Maximum gehörige ©, ergibt 
sich um so kleiner, je kleiner die Wellenlänge ist. So wird 
ı.B, wie man durch Ausrechnen findet, die Wellenlänge 
06Ä,-E. in der Richtung 75°, dagegen A = 1,0 Ä.-E. im Azi- 
mut 80° am intensivsten ausgestrahlt. Hierin liegt die Er- 
klärung für die von Friedrich gefundene Tatsache, daß die 
Richtung, in der eine gefilterte Strahlung das Maximum der 
Intensität aufweist, einen um so kleineren Winkel mit der 
Richtung des Kathodenstrahles einschließt, je weniger lang- 
wellige Komponenten das Strahlengemisch enthält, je stärker 
also gefiltert wird. 

Aus den Zahlen der Tabelle geht weiter deutlich der 
Einfluß der Emissionsrichtung auf die Art der spektralen 
Energieverteilung hervor. Die relative Zusammensetzung der 
Strahlung ändert sich von ©, = 90° bis ©, = 180° in der 
Weise, daß die Intensität der kurzen Wellen rascher abnimmt 
als die der langen. So sinkt z.B. die Intensität von 2 = 0,5 Ä.-E. 
auf den Bruchteil 0,40, die von A = 1,0 A.-E. dagegen nur auf 
0,53 des Anfangswertes. Von ©, = 90° bis ©, = 180° wird 
also die Strahlung im Gesamtcharakter immer weicher, da die 
langwelligen Komponenten sich relativ immer stärker aus- 
prägen. Dagegen bleiben von ©, = 90° bis ©, = 0° die lang- 
welligen Strahlen zunächst in der Intensitätszunahme hinter 
den kurzwelligen zurück, die Strahlung wird also härter. Die 
Anderung der relativen Zusammensetzung ist aber, wie aus 
der Tabelle hervorgeht, nur geringfügig. Die Richtung der 
größten Härte dürfte annähernd mit der der größten Intensität 
msammenfallen. Von dort nimmt die Härte wieder ab, er- 
reicht ungefähr für ©, = 30° wieder ihren Anfangswert und 
sinkt dann sogar um ein weniges unterhalb desselben. Die 
Strahlung ist im Azimut 0° etwas weicher als in der Richtung 
Annalen der Physik. IV. Folge. 75. 


0": 
b 
m 
5 
ER 
r 
Ou 
ns it 
i 
ie zu 
sitätg- 
ner ist 
r eine 
nach 7 
= 


a IV. Kontinuierliches Röntgenspektrum und Plancksches 


738 


0, = 90°. 


A. March. 


Dieses Ergebnis der Theorie ist sehr bemerken 


wert; während nach der Wien-Sommerfeldschen Theorie 
die Härte von 180° bis 0° gleichmäßig zunehmen sollte, sieht 
die hier entwickelte Theorie eine wesentliche Zunahme der 
Härte „ur im Bereich von ©, = 180° bis zum Azimut der größten 
Intensität voraus; von dort an nimmt die Härte wieder etwas 
ab und sinkt schließlich sogar unterhalb ihres Wertes für 


0, = 90°. 


Es sei darauf hingewiesen, daß dieses Ergebnis 


sich völlig mit dem in I.c) erwähnten Befunde Starks deckt 
Eine Nachprüfung der Angaben Starks erscheint dringend 


wünschenswert. 


Es mag noch bemerkt werden, daß der Ausdruck (25), au 
dem die Zahlen der Tabelle berechnet wurden, nur eine erste 
Näherung darstellt; denn wir haben in II. b) den Sommer. 
feldschen Ausdruck (12) in der Weise benutzt, daß in der 


Reihenentwicklung des Bruches 


nuierlichen Röntgenspektrums vorliegen. 
zusehen, daß mindestens qualitativ die Berücksichtigung höherer 


1 
(1 — Beos 9)? 
erster Ordnung berücksichtigt wurde. 


nur das Glied 


Ob diese Näherung ge 
nügt, wird sich erst entscheiden lassen, wenn einmal zuver- 
lässige Messungen über die Richtungsabhängigkeit des koni- 


Doch ist voraus 


Glieder an den Ergebnissen nichts ändern wird. 


Uberblicken wir die in II. angestellten Überlegungen, # 
ergibt sich, daß die Entstehung der Röntgenstrahlen im Grunde 
keine andere ist, als die einer Wärmestrahlung; hier wie dort 
handelt es sich um die Umsetzung einer ungeordneten Ele 
tronenbewegung in Strablung und es liegt nur an gewissen 
durch die Besonderheit des Falles bedingten Nebenumständen, 
daß wir für die Energieverteilung im Röntgenspektrum nicht 
einen Ausdruck erhalten haben, der dem Planckschen Gesett 
völlig analog ist. Auf die Beziehungen zwischen Röntgen- und 
Temperaturstrahlung weist besonders deutlich schon das Wien 
sche Verschiebungsgesetz hin, wonach die Wellenlänge Anax det 
maximalen Intensität sich umgekehrt proportional der absolute 


Strahlungsgesetz. 
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wir von jedem beliebigen Körper lediglich durch eine hin- 
reichende Temperatursteigerung die Emission einer Strahlung 
erzwingen, die in der Wellenlänge der maximalen Intensität 
mit irgendeiner Röntgenstrahlung übereinstimmt. Die erforder- 


liche Temperatur bestimmt sich aus dem Wienschen Gesetz 
m T= was - Wollten wir beispielsweise eine Wärmestrah- 
lung erzeugen, die einer Röntgenstrahlung von 100 KV. 
(, = 0,123 A.-E.) entspricht, so wäre dazu (da nach I. b) Amax 
angenähert = 1,5 A,) eine Erhitzung auf 


LAA 
_ 0,204 = 160 Millionen Grad 


Diese enorme Temperatur wird in der Röntgenröhre durch 
den Aufprall der Elektronen bewirkt. Ist N die durchschnitt- 
liche Zahl der Zusammenstöße, die ein aufschlagendes Kathoden- 
strahlteilchen erfährt, so erhält ein getroffenes Elektron im 
Mittel eine Bewegung von der Energie eV/N. Dieser Be- 


wegung entspricht, wenn wir sie nach Boltzmann gleich 37 


setzen, eine Temperatur im Betrage von 2 4 - Fir7=100 KV. 


ergibt sich daraus, wenn wir für N den in III. a) benutzten 
Wert 5,14 annehmen, in guter Ubereinstimmung mit dem Er- 
gebnis von vorhin 7’ = 156 - 10°. 

Durchsichtiger wird der Zusammenhang zwischen Röntgen- __ 
wd Wärmestrahlung, wenn wir an das Plancksche Gesetz ee 
der Energieverteilung im Wärmespektrum ' 
(27) J, = 2ch 1 


75 ch 

_; 
anknüpfen. Trifft die hier vertretene Auffassung der Röntgen- 
strahlung als einer Temperaturstrahlung, die von einzelnen 
besonders stark erhitzten Atomen der Antikathode ausgeht, zu, 
so muß das Gesetz (27) die Energieverteilung im Röntgen- 
spektrum wenigstens angenähert wiedergeben, wenn wir für 7 
den vorhin berechneten, der Spannung V entsprechenden Wert 


8: eV 
(28) Te, EN 


einsetzen. Das ist auch in der Tat der Fall. Vor allem läßt 
sich zeigen, daß die Substitution (28) zum richtigen Wert für die 
Wellenlänge Anar führt. Diese Größe bestimmt sich aus (27) zu: 
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u Setzen wir darin für 7 den Wert (28) ein, so erhalten wir 


Amaz = 2 4% eV 
oder, da ch/eV nach dem Gesetz ra Grenzwellenlänge = 4, ist 


In OL.) haben wir gezeigt, daß im Bereich der von Kulen. 
_  kämpff untersuchten Spannungen der Wert von N zwischen 
4,90 und 5,14 liegt, also sehr angenähert dem Nenner 4,965 
entspricht. Vernachlässigen wir den kleinen, von der Spannung 
abhängigen Unterschied zwischen N und 4,965, so wird in 
Übereinstimmung mit Kulenkampff Amex =1,52). Dieses Er 

___ gebnis ist interessant, weil es zeigt, daß der von Kulenkampfl 
für hohe Spannungen wahrscheinlich gemachte Faktor 15 
möglicherweise eine Deutung aus dem in Gleichung (28) fest 
gelegten Zusammenhang Spannung und Temperatar 


zuläßt. 


Daß Röntgen- und Wärmestrahlung, abgesehen von de 
Lage des Intensitätsmaximums auch in ihrer relativen Zu 
sammensetzung einander ähnlich sind, geht aus Fig. 6 hervor, 
in der sich die gestrichelte Kurve auf die Energieverteilung 
einer Röntgenstrahlung von 100 KV., die ausgezogene auf die 
(7 = 156 - 10 bezieht. 
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Legen es diese Betrachtungen nahe, im kontinuierlichen | 
Röntgenspektrum ein äußerst kurzwelliges Wärmespektrum zu 
sehen, so sei gleich hier auf eine besondere Eigentümlichkeit 
des strahlenden Körpers hingewiesen. Während die normale 
Wärmestrahlung ihre Entstehung stets einem einheitlich er- 
wärmten endlichen Körper verdankt, geht die Röntgenstrahlung 
von einem punktweise erhitzten Körper aus. Die in (28) be- 
rechnete, nach Millionen Grad zählende Temperatur kommt 
der Antikathode ja nicht in ihrer ganzen Ausdehnung, sondern 
nur in jenen relativ wenigen Punkten zu, in denen gerade ein 
Zusammenstoß stattgefunden hat. Die unmittelbare Umgebung 
dieser durch den Zusammenstoß enorm erhitzten Atome ist — 
relativ kalt und hat mit der Emission der Röntgenstrahlen 
nichts zu tun; denn hier übersteigt die Temperatur auch bei 
weißglühender Antikathode nicht einige tausend Grad. a 

Der letzterwähnte Umstand übt auf die Art der Strahlung © 
keinen Einfluß aus; dagegen zwingt, worauf bereits in der 
Einleitung hingewiesen wurde, die besondere Art der n- 
geordneten Wärmebewegung, aus der sich die Röntgenstrahlung  — 
bildet, dieser Eigenschaften auf, die einer gewöhnlichen Wärme- __ 
strahlung durchaus fremd sind. Da die Wärmebewegung aus © 
der Energie der gerichteten Kathodenstrahlen hervorgeht, so 
kommt ihr ein bestimmter Impuls zu, der sich auf die Strah- 
lung überträgt und in ihr Richtungsunterschiede der Intensität 
und spektralen Zusammensetzung hervorruft. Da weiter dr 
Wärmebewegung der Elektronen eine obere von der Spannung ~ 
abhängige Grenze e+ V gesetzt ist, so können sich in der 
Strahlung zufolge der Frequenzbedingung keine Schwingungs- 
zahlen ausbilden, die oberhalb eV/h liegen. Die Abhängigkeit 
von der Richtung sowie die einseitige Begrenzung bilden zwei sy 
spezifische Eigentümlichkeiten des Röntgenspektrums, die durch = ne 
die besondere Art der zugrunde liegenden Wärmebewegung 
bedingt sind. 

Abweichend vom Fall des Wärmespektrums ist weiter 
der Ausdruck für die mittlere Energie eines strahlenden Zen- 
trums. Diese Energie ist nach II.a) in der Abhängigkeit 
von 7 gegeben durch eV/N, während sie für einen wärme- 
strahlenden Oszillator mit der — T bekanntlich in 
der Beziehung 
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hy 
hy 
steht. Die Größen 7 und 7 treten daher in den Strahlung. 
gesetzen nicht einander gleichwertig auf, woraus sich die ver 
schiedene Art erklärt, in der die Potenzfunktionen 3 


= - 


BN Ay ch 
e und e *4?f 
in die Ausdrücke (19) und (27) für die spektrale Intensität J, 
eingehen. 

Schließlich ist noch darauf hinzuweisen, daß der Poten- 
exponent von » im Ausdruck für die Wahrscheinlichkeit der 
Emission [vgl. II. b)], um in Übereinstimmung mit der Er 
fahrung zu bleiben, gleich 1 gesetzt werden mußte, während 
er im Fall der Wärmestrahlung zu 2 angenommen wird. Kine 
Deutung dieses Unterschiedes vermag ich nicht zu geben, kam 
in ihm andererseits aber auch keine Unwahrscheinlichkeit sehen. 
Denn es ist durchaus möglich, daß die Umsetzung der groba 
Energiemengen, um die es sich bei den Röntgenstrahlen handelt 
nach anderen Gesetzen vor sich geht, als die der relativ ge 
ringen Energien, aus denen die Licht- und Wärmestrahla 
hervorgehen. 


Innsbruck, Institut für theoret. Physik, September 1924 
a (Eingegangen 4. Oktober 1924.) 
wh 
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4, Ableitung des Strahlungsgesetwes 
für Atome mit zwei Freiheitsgraden; 
von K, F. Niessen. 
at J; (Mitteilung aus dem Institut fiir Theoretische Physik in Utrecht.) 
tenz- In seiner „Theorie der Wärmestrahlung“ leitet Planck 
i det} das nach ihm genannte Gesetz in der Voraussetzung ab, daß 
t EF die Materie aus Vibratoren oder Rotatoren aufgebaut gedacht 
ırend | werden kann. 
Kine . In beiden Fällen wird den Atomen also nur eine einzige 
kam} variable Koordinate zuerkannt. 
ehen. Der Zweck dieser Arbeit ist nun, zu untersuchen, ob eine 
roßen } weniger einfache Annahme über den Bau der Atome zum 
ndeli f selben Ergebnis führen kann. 
vg Es scheint mir diese Frage nicht ohne Belang, da man 
ahle $ ja aus den Spektrallinien der Elemente gezeigt hat, vielmehr 
mit molekularen Planetensystemen zu tun zu haben. 
19%. Die Ableitung, welche in den nachfolgenden Abschnitten 


mitgeteilt wird, erfordert nur eine folgerichtige Anwendung von 
schon eingebürgerten Hypothesen und kann höchstwahrschein- 
lich für den Fall von drei Freiheitsgraden auf analoge Weise 
entwickelt werden. Für mehr als drei hat man aber Aus- 
drücke gleich Null zu setzen, deren Verschwinden wohl nicht 
so-leicht mathematisch zu bestätigen sein wird. 


Denken wir uns ein Elektron (Ladung e), das sich um 
einen Kern herum bewegt und nur von Kräften in der Bahn- 
ebene gestört wird. Da wir uns über die Bindungsart nicht 
auszusprechen brauchen, legen wir uns hierdurch also keine 
Einschränkung des zweidimensionalen Problems auf. 

Ein stationäres Atom ist dann hinreichend genau bestimmt 
durch seine azimutale Quantenzahl (n) und seine radiale (n’). 


Ableitung des Planckschen Gesetzes 
(in übersichtlicher Darstellung). 
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Wir fragen nun nach der Verteilungsfunktion W (nn, 
die in dem stationären Zustand auftreten wird, welcher sic 
bei einer gegebenen Strahlung einstellt und untersuchen dam, 
welche diese gegebene Strahlung sein muß, damit W (n, x‘) mit 
der statistischen Verteilung nach Boltzmann zusammenfällt 

Wir folgen dabei in großen Zügen Plancks letzter (mit 
dem Namen Einstein und Fokker verknüpften) Ableitung 
für ein Atom mit einer Bewegungsfreiheit.') 

Der stationäre Zustand ist praktisch erreicht, sobald ip 
einer Zeit zt, welche viele Umlaufsperioden enthält, ebenw 
viel Atome aus dem Zustand n,n’ in den Zustand n+; 
"+ y gelangen als es Atome gibt, welche aus letzterem in 
den ersten übergehen, was analytisch auszudrücken ist mittel 
der Gleichung: 


1) W(n + 2, + Y) 


Wird das rechte Glied als Funktion von n und n’ nach 
Taylor entwickelt, so entsteht die Gleichung: 2 


W (n, n’) (Qn, — Pn, (— 2, — Y)] 


+4 (— 2, — y))- 


Nennen wir die größtmögliche Änderung von n, die fir 
ein Atom in der Zeit r auftreten kann (in absolutem Werte) z, 
und die entsprechende von n’ y,, so ergibt obenstehende 
Gleichung mit z multipliziert und von —z, bis + z, integriert: 


+2, +2 
Wan)| [2g (ey) dz — [2 
= 

2) (n,n) 2" (— —y)dz 


1) M. Planck, Theorie der Wärmestrablung, 4. Abschnitt, fortas 
zitiert mit a. a. O. 


we 
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Leicht läßt sich zeigen, daß das linke Glied geschrieben + u 


werden kann als W(n,m) 2), 


stant gesetzter y, so daß man hat: ae, : 
+2 + 2, 
fe Pn, w(t, y)dz = x, und fe Pn, n(x, —y)dz = 
—% 
Das rechte nicl von (2) ist von derartigem Bau, daB 
hier (— 2, —y) = (z,y) gesetzt werden darf. 
Nachdem wir 
+2 


-z 


eingeführt haben, wird Gleichung (2) also: 


Bevor wir diese nun nach y von — y, bis + y, integrieren, 
bemerken wir, daß, wiewohl 
+ Ty 
jedoch dank der Wahl der u M: 


+yı 


+ yı 

Wird nun von einer Größe, welche schon bei konstant 

gesetzter y gemittelt und also schon mit einem Strich versehen 

war, überdies noch der Mittelwert über y gebildet, so wird 
letzterer durch zwei Striche angegeben. 

In dieser Schreibweise ergibt die Integration nach y: 


: 

a 

Di 


In analoger Weise läßt sich aus (2 ; ableiten: 


4) W (n,n) xX 2y = [zy [y? W (n,n’)). 


\ 


Wie aus dem Vorstehenden erhellt, sind die hier auf- Br 
tretenden Mittelwerte zu bilden für ein Atom mit Quanten- — Be 
zahlen n und n’, das sich in einem Strahlungsfeld befindet, a Re >, 
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von dessen Störungskräften nur die Komponenten in der Bahy. 
ebene in Betracht gezogen werden. 

Nehmen wir uns vor, diese Gleichungen nur in den Fälle 
anzuwenden, wo die klassische Theorie erlaubt ist, so wird die 
Anderung von n teils der Erfolg der klassischen Ausstrahlung 
(— z,) und teils der Erfolg der klassisch zu berechnenden Kip. 
strahlung (z,) sein. 

Ihrem geringen gegenseitigen Einfluß zufolge können dieg 
unabhängig voneinander berechnet werden. Man hat also: 


(5) z=z,—x, und y=y,—y,. 
Da z, sowohl positiv wie negativ sein kann, ist 
(6) also 2,7 <2}. 
Was diese Ungleichheit physisch erfordert, wird in §1 


erwogen, ebenso wie die Annahme, daß z, und z, im Mittd 
von derselben Größenordnung sein werden, also daß: 


(7) 
Da die Ausstrahlung immer eine Abnahme der Quanter- 
zahlen zur Folge hat, wird z, niemals viel von seinem Mittel 
wert abweichen können. Zur Berechnung von x, braucht ma 
nämlich nur über die Anfangsphase zu mitteln; aber r ent 
hält viele Umlaufsperioden, so daß eine Änderung der Anfang. 
phase das Resultat nur wenig beeinflussen kann. 
Analogerweise haben wir auch zu setzen: 


(8) Yoo 
Weiter wird sich auch ergeben, daß en 


Nach (5), (6), (7), (8) und (9) gilt also: 


’ 2,9, y=y, 


as a Gleichungen (3) und (4) gehen also über in: ot 


W (n,n) _ —27,W (nn) 
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‚m _ _ 

_ == dW(n,n) aW(n,n') 

In § 6 wird gezeigt, daß identisch gilt: * | 
= _ 1 1 


so daß uns zur Berechnung von W(n,n’) übrig bleiben: — ne 


1) —2y, Wan) = 2,y, (n,n’) + y,? =) 

Die Gleichungen (14) und (15) laufen auf dasselbe hinaus, = = 
sobald: 


(16) = y = 


Zur Berechnung dieser Größen haben wir in der Bahn- _- 
ebene (im allgemeinen in der invariablen Ebene des Atoms) 7 
ein rechtwinkliges Achsensystem XOY anzunehmen mit Oim 
Schwerpunkt des Atoms. 

Läßt die ungestörte Bewegung sich in Separationsvariabeln 
schreiben, so befindet sich unter diesen auch immer die zyklische = 
Variable, die einen Winkel in der invariablen Ebene angibt. — 

Im Falle von zwei Freiheitsgraden ist das Problem also 
immer separierbar, denn der der zyklischen Koordinate ent- 
sprechende Impuls ist konstant. Beschreiben wir die Be- 
wegung dann mittels der aus den Separationsvariabeln in 
bekannter Weise abzuleitenden Winkelkoordinaten w,,w, und 


entsprechender Impulse u,,u,, so lautet sie immer: 


1) z=DF,cos(w +mw,) — D@G,sin(w, +mw,), 
(18) y=SF,sin(w, + mw,) +>;@,cos(w, + mw,), *) 


m= +o 
wo wir unter > stets >) verstehen, indem F, und G,, 


m m=—@ 


1) Eine ‚Verwechslung dieser Koordinaten mit den Zunahmen x, y IE 
von » und n’ ist selbstverständlich ausgeschlossen. at 
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Funktionen von u, und u, darstellen. Die Tatsache, daß wir | gut 
für z und y keine doppelte Fourierreihe anzusetzen habe | At 
verdanken wir dem Vorhandensein der zyklischen Koordinaty | Za 
deren Impuls x, genannt ist. bel 

Den Gedankengang, der zu der allgemeinen Form def in 
Gleichungen (17) und (18) führt, findet man z.B. in Sommer. 


g 
felds Werk: Atombau und Spektrallinien.!) es 
In §7 nun finden wir 
ges 
I 
(19b) Yq = > m(v, + (F,? + 
2 — 
wo ce die Lichtgeschwindigkeit und A die Plancksche Kor. 
stante bedeutet. », und », sind die zur Winkelkoordinate «, 
bzw. w, gehörigen Frequenzen. Ps 
Weiter berechnen wir in § 3: ab 
qu 
€ h? = 2 2 kl: 
(20b) One rt y= (Fn @, 
A 2/ 2 sel 
(20c) I: = I'm? F? + G, )/(v,)» 
wo wir we 
(21) =», ge 


gesetzt haben und unter /(v) die Intensität des Strahlunge 
spektrums fiir die Frequenz » verstehen. « 

Wir versuchen nun aus (14) und (15) eine Relation ab ft 
zuleiten, die sich mit der bekannten Einsteinschen Gleichung: ih 


di 
(22) nn n+s,n’+3s n+s8,n'+s n,n’ 
| N 2a 
n,n i 


in 
mit Erfolg vergleichen läßt. re 

Die Koeffizienten Z sind die quantentheoretischen Einf ff 
strahlungs- und A die quantentheoretischen Ausstrahlung: 
koeffizienten von Einstein. (Die oberen Indizes beziehen sich 


1) A. Sommerfeld, Atombau und Spektrallinien, 3. Auflage. 
10 f. 
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auf den Anfangszustand) Weiter gibt N,„. die Zahl der 
Atome mit Quantenzahlen n,n’ an, wo jetzt n und nm’ ganze 
Zahlen bedeuten. §,, die spezifische Strahlungsintensität eines 
beliebig gerichteten geradlinig polarisierten Strahles steht mit J, 
in der Beziehung): 


Überdies bemerken wir noch, daß » in der Einstein- 
schen Gleichung die wirklich, also quantentheoretisch aus- 
gestrahlte Frequenz darstellt. 

Nur im Gebiete ganzer Quantenzahlen kann hierfür ge- 

Was dies anbelangt, ist also ein ui} Anschluß : 
der Einsteinschen Gleichung mit der aus (14) und (15) noch 
abzuleitenden Relation wohl möglich. 

Jedoch kann man nicht ohne weiteres behaupten, daß die 
quantentheoretische Gleichung für große Quantenzahlen mit der 
klassischen in ihrer vollen Strenge übereinzustimmen hat. 

Für Atome mit großen Quantenzahlen bleibt ja ebenso- 
sehr die Möglichkeit von quantentheoretischen Ausstrahlungen 
in alle denkbaren Richtungen in einer n,n’-Ebene bestehen, 
worin wir uns den Verlauf der Quantenzahlen graphisch ab- 
gebildet denken. 

Nach der klassischen Theorie kann dieser Verlauf von _ 
einem bestimmten Punkte n,n’ aus nur in einer Richtung statt- 
finden, da, wie wir sahen, die Anfangsphase auf die Dauer 
ihren Einfluß relativ verliert. 

Nach dem Korrespondenzprinzip von Bohr braucht nun 
die quantentheoretische Ausstrahlung im Gebiete großer Quanten- 
zahlen nur in einen 7'il der klassischen überzugehen, und zwar 
in denjenigen, der dem Term mit sv, +s’, in der Fourier- 
reihe entspricht, wenn es sich um einen quantentheoretischn 
Übergang An=s, An=s' handelt. 

Dies beschränkt die Übergangsmöglichkeit bekanntlich auf: 


1) Vgl. M. Planck, a. a. O. Formel (160). 
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Wählen wir vorläufig einen Fall aus der Gruppe 4n = +1, 
An=s' (wo s’ eine beliebig ganze Zahl zwischen — oo wi 
+ 00 sei), so brauchen wir den Ausdrücken (19) für z, und y, 
nur die Terme 


(24 a) 32 Tu = (v, + s’ v,) (F,? + Gy’), 
(24b) + (Fy? + Gy) q 


zu entnehmen, wodurch y,:z, auch das der Wirklichkeit ent. 
sprechende Verhältnis s’: 1 bekommt. 

Nun liegt es auf der Hand, daß, wenn man von z, und y, 
nur einen Teil in Betracht zu ziehen hat, dies auch mit den 
Einstrahlungsgrößen z?, z,y,, y, der Fall ist. 

Einstein setzte nun voraus, daß die Quantenübergäng 
durch Einstrahlung (sowohl in positiver wie in negativer Rich- 
tung) nur durch Einwirkung desjenigen Teiles der auffallenden 
Strahlung geschehen, der von derselben Frequenz ist wie das 
diesem Übergang quantentheoretisch entsprechende ausgestrahlte 
ae Licht. Für die Frequenz letzteres können wir aber im Ge 
| biete großer Quantenzahlen schreiben: 


Wenn also beim vorliegenden quantentheoretischen Über 
gang nur J, eine Rolle spielt, so müssen wir in der klassische 
Theorie nur Rücksicht nehmen auf die Terme mit J (v, + sn) 
also mit J(»,) nach der Schreibweise (21). 

Wir dürfen im Gebiete großer Quantenzahlen also nur 
Übereinstimmung fordern zwischen Quanten- und klassischer 
Theorie, wenn wir für z, und y, die Ausdrücke (24) wählen 
und für z,?, x,y, und y,? statt der vollständigen Ausdrücke (20) 
nur gebrauchen: 
(25a) = + GJ), 


(25b) 2,9. = 8 (Fy? + (vy), 
ye = + G,*) J (vy). 
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Br: dadurch (14) und (15) aneinander fh. 


+ und 


Ableitung des Planckschen Strahlungsgesetzes usw. 151 


Wählen wir nun (14) für unsere weitere klassische Be- 
trachtung (wo also rn und n’ noch nicht ganze Zahlen zu sein 


brauchen. = 
In (14) kann man noch schreiben: 4 ; 
OW (n,n’) W (n + 8,7’) ween s<n, 
on 8 IES, 
wen W (n,'n' + wenn 


Wollen wir also später für s und s’ einfache ganze Zahlen 
wählen, so ist das Obenstehende nur richtig für große Quanten- 
zahlen n,n’. Aber dann können wir mit ebensoviel Recht für 
den ersten Differentialquotienten schreiben: 

oW W(n+s,n +s)—- W(n,n’ + 8’) 


> 
Aus (14) ergibt sich dann: et 


+ — [W(n, 
- Wa+s,n+s))=2z,W (nn). 

Nach (25) verschwindet der Term mit W(n,n’ +s’) und 
bekommen wir im linken Glied eine Differenz von zwei fast > 
gleichen Größen W(n,n') und W(n+s,n +5‘). 

Im rechten Gliede aber dürfen wir W(n,n’) wohl durch 
Win+s,n’ + s’) ersetzen. 

Verstehen wir jetzt in dieser klassischen Rechnung unter 
N,” die Zahl Atome mit Impulsen zwischen xh, (n + 1)h und | 
wh,(n’ + 1)h wenn » und n’ groß und kontinuierlich variabel 
sind, so läßt sich schreiben: . 
(27) Nn, = N Wa,» dn-dn = N Wn, n’) 9 
wo N die ganze Zahl der Atome bezeichnet. 


[W(n,n') — W (n,n’ + 


mit Rücksicht auf (24) und (25): = 


Da für große n,n’ die Bedeutung von N, ,„ hier mit der 
früheren in der Einsteinschen Gleichung zusammenfällt und 
überdies nach (23) 


= (0) t = Nas (v, +8'9,)’r. 
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wird, ist es klar, daß die Übereinstimmung von (28) mit (22) 
für große n,n’ erreicht wird, sobald: oe 


n+1,n' +2 
(29) = E ar 
n+1,n’ +2 n,n 


d 
A :E 


(30) 


wo v» die quantentheoretisch ausgestrahlte Frequenz ist. Gam 


analog ist die Betrachtung für den Fall An=— 1, An=s. 
ees Von dieser Stelle ab verläuft die Ableitung natürlich gerade 


wie bei Planck. 

te Aus der Einsteinschen Gleichung (22) folgt nämlich in 

2a Verbindung mit (29) und (30 = E 

8 ( (30) 7 

hy 

8, + 

e 

7 ER Wenn nun « die Energie des Atoms als Funktion der 


_ Quantenzahlen ist, so würde die Boltzmannsche statistische 


Verteilung führen zu: 
n,n’ 


weil die ausgestrahlte Frequenz der Bohrschen Regel: 


en +s)—e(nn)=hv 

genügt. 
(k war die Boltzmannsche Konstante, 7 die Temperatur) 
Die Identifizierung von (31) mit (32) ergibt dann: 

hv 

e*T _ 


Dieser, für große Quantenzahlen, also für kleine Frequenzen, 
abgeleiteten Relation erkennt man allgemeine Gültigkeit zu, 
also auch für große Frequenzen. Sie führt sogleich zu der 
bekannten Form des Planckschen Strahlungsgesetzes.') 

Wir betonen nochmals, daß das Plancksche Gesetz für 


Atome mit zwei Bewegungsfreiheiten, im vorhergehenden aus |._ 


sch 
daß 
noc 
un 
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Ber: 
| 11, 
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schon lange bestehenden Hypothesen abgeleitet worden ist, so 
daß nach meiner Ansicht die Notwendigkeit einer neuen An- 
nahme, wie Hr. van Vleck sie einführen will’), am mindesten 
noch ‚problematisch ist. 

Über die Ausbreitung unserer Ableitung für den Fall von 
drei Freiheitsgraden handeln wir noch in § 6. en 


§ 2. Anwendung der Störungstheorie. ee 


Um nachher noch eine andere Frage beantworten zu können, ; : 
stellen wir das Problem noch allgemeiner auf und setzen zur <a 
Berechnung der benötigten Mittelwerte nicht die Gleichungen 
11,18, § 1) an, sondern: 


cos(mw +m,w)— SSE sin(m, w, +m,w,), 


™, Mg My,Me M, Mg My, Me 
. =) 
Qy=SSF sin(m, wv, + m,w,)+> cos(m,w, +m, w,), 
MM Mm, Me MMe 
wo wir unter >) und >; verstehen: > bw N) 
m, Mg Mg = — 


Nicht nur ist dies der Symmetrie dienlich, so daB wir aus 
den nachfolgenden Formeln für w, und wu, sogleich, sowohl 
%,% wie %,, %, finden können, auch sind dann aus den 
Ergebnissen leicht die Formeln im Falle mehrerer Freiheits- 
graden abzuleiten, 

Sei H, die Hamiltonsche Funktion, die der ungestörten 
Bewegung entspricht, so lautet sie für die gestörte Bewegung: 


ß) H = H, —exE,—eyE,, 


wo wir für die störenden elektrischen Kraftkomponenten setzen: 


E, E,, «os a, t, 
n= 
6) E, => co8@, t 
nit 
h 


1) J.H. van Vleck, Journal of the Opt. Soc. of America, July 1924, 
Annalen der Physik, IV. Folge. 75. = 
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FR theorie. Zeitschr. f. Phys. 1921, 6. 211, 806 und 1922, 8. 92. 
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T ist ein großer Zeitraum, innerhalb welchem diese Fourier. 
entwicklungen ihre Gültigkeit beibehalten. Werden (4) und fi) 
in (3) eingesetzt, so führt eine einfache goniometrische Ver. 
wandlung die Hamiltonsche Funktion in die Form: 


er H= H, (u,,u,) + 22 = >> 

über: 
008 (m, w, + m,w, + t) + "Gm,,m, C08 (m, w, 

(2) 


+ m, sin (m, w, + m, w, + @, t) + "dn,,m, Sin (m, w, 
+ m, w, — oJ. 


n n= 
und 


"An,,m, = — (Fin,, mp Ben + Lyn) » 


Die Koeffizienten F und 5 waren nur Funktionen von «, und 
u,, so daß dasselbe für a und 5 gilt. 

Zum Zwecke einer übersichtlichen Auseinandersetzung ist 
es aber bequem, vorläufig als Hamiltonsche Funktion nur 
zu nehmen: 

H, (ty; Uy) + "@m,,m, COS (m, w, + m, w, + + m, SR 
9) (m,w, + m, w, 
n, COS (Mw, Ny Wy + + n, sin 

(n, w, + n, w, + @,f). 
“ae Ebenso wie Epstein’) im Dispersionsproblem, das mit 
dem Vorliegenden den Ansatz gemein hat, mit einer Delau 
nayschen Transformation anfängt, werden wir auch hier ar 


wenden: 
(10a) we u, = us @= 1,2), 


(10b) wv, = — (m = m, + m,). 


1) P.S. Epstein, Die Störungstheorie im Dienste der Quanter 
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In den neuen Impulsen u,* und Koordinaten w;* lautet 
die Hamiltonsche Funktion dann bekanntlich }): 


H, (u,*, + — (u,* + u,") 
+ "@n,,m, (4 COS (m, w, w,*) +’ 
sin (m, w,* + m, w,*) 


+n 
t+, t) 


"2... Ng (u,*, u,*) cos (n, w,* + Ny w,* — 


Ny 


+ PD ng (My, Uy”) (n, w,* + n, — o,t-+@,t). 


Die Whittakersche Transformation, welche Epstein 
jetzt anwendet, kann uns hier nicht dienlich sein. Wohl 
können wir eine verwandte FE ge- 


mit: 
W=u'w” + u, w,* + esin (m, w,* + m, w,") 


+ ec’ cos(m, “+ m, w,*) 


wo c und ce’ noch näher zu bestimmende Funktionen von _ AR 
und u,’ und als Störungsterme klein von der ersten Ordnung = 
sind, also von derselben Ordnung wie aundd 


Ausgeschrieben lautet diese Transformation: 


(12a) | u* = u; + ın,e cos(m, w,* + m, w,*) 
— m,c’ sin (m, w,* + m, w,*), 
w, = w,* +- *4+ m,w,*) 
(12b) | 
| + Zur 08 (m, w,* + m,w,* 


Da nach einer Berührungstransformation die neue Hamil- 
tonsche Funktion sich durch bloße Substitution aus der 
früheren ableiten läßt, müssen wir zuerst v*, w,* in u, und w, 
ausdrücken. 

Begnügen wir uns mit einer Genauigkeit von der ersten 
Ordnung, so erhalten wir aus (12): 


_ 
\ 
(5) 
Jer. 
Be. 
- 
3 
2 3 
25 
» 
- 
wre 
Ler 
— 


(u,’, cos (n, w +n, — 


ma, b> - ‘ 
+ ng (Uy’, Uy’) Sin (n, + n, w,' — 
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(13a) | u,* = u’ + m,c cos(m, w,' + m, w,’) 

— m,c' sin (m, w,’ + m, w,'), 

w* = w/ — —— sin(m, w,’ + m, w,’) 

CET 

en Setzen wir (13) in (11) ein, so finden wir für H (u;, w)) 


A, (u,’, u,’) 


H 
+ [m, e cos(m, w,’ + m, w,') — m,c’ sin(m, w,’+ m,w,') 
ur=u/ 
+ [m, ccos(m, w,’ +m, w,')— m, c'sin(m, w,’+m,w,)] 
uf =u! 


+ mq (Uys Uy’) COS (m, w,’ + m, wy") + "Damm, (u,’, 
sin (m, w,’ + m, w,) 
Ny + 
m 


A) 
+ o,f 
+ (u,’ + 


„[e cos (m, w,’ + m, w,') — ce’ sin (m, w,’ + m, w,’)). 


Wir wählen nun die Funktionen ce und c’ derartig, dal 
die Terme mit cos (m, w,' + m, w,’) und die mit sin (m, w,’ + m,w,) 
in (14) fortfallen.‘) Dazu muß: 
H ö H, 
| ” ” | + "Dany, (U), u,’) = 0. 
A, (u,*, u,") ist die nämliche Funktion von u,*,u,* wie 
H, (u,,4,) von u, und uw. Nennen wir also 


=u! + "Amy, me (u’; 0, 


i 
(16) m, 2, +m, Q, = 2, (u,,4,), 


1) Es ist die bekannte Methode, die in Whittaker Analytial 
Dynamics in $ 187 erwähnt wird und auch von Epstein angewandt 
wurde. 
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so haben wir gefunden: fa ; | 


Dieser Wahl von c und ec’ verdankt die Hamiltonsche 
Funktion die reduzierte Form: 


HL, (uy', Ue’) + (u, + u,') 


+ Ny 
Ny + Ny 

m 


(18)} + ng (u,’, Ua’) Cos (n, w, + w, — 


+ ng (y's Uy’) sin (m, ++ m,w,’ — + w,t). 


Die folgende Delaunaysche Transformation: 
(19a) 
(19b) 
führt die Funktion von Hamilton pa iiber in: 


H, (Uy, + (Uy, COS (m, w,” + + w PR) 


20 
(2) + ’) sin (n, w,’ +nw," + t). 


Ehe diese noch anderen Transformationen zu unterwerfen, 
untersuchen wir zuerst, was bis jetzt erreicht ist, d. h. die Re- 
lation zwischen u,,w, und u,’, w,”. wur 

Nach (10a), (13a), (17) und (19) ist: br ak 


n [7 
“=u — — — cos (m, w M, W, wt 


| u, ) + 


Und nach (10b), (13b), (17) und (19) ist: 


m 


m; 

cos(m,w,” + m,w,” + @, t). 
Nun ergab sich für die Hamiltonsche Funktion in u,”, w;” 

{also (20)] fast die nämliche Form wie für die ursprüngliche 

in [also (9]. Nur die Terme mit “apm, und "Dn, 

fehlen jetzt. Deshalb unterwerfen wir (20) einem dergleichen 

Transformationensystem, wo jetzt die Variabeln w,’,w,” die — 


sin (m, w,” + m,w,” + 
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Rolle von u,;,w; und die neu einzuführenden wu,’ 
von spielen. 
dann bloß: 


w” die Rolle 
Die Hamiltonsche Funktion wir 


A, 


23) | u = '_P cos (a, w,"" + w,"" + w,)t 
4 


— Q sin w,"" +7, + @,)t, 


w," = + 77 Sin (n, + n, w, + 
(24) ö Q [2223 [2274 \ 
— cos (n, wy + o, t) 


mit den Abkiirzungen: 


vn 
) 


Ni n, Q N; ”b,, n, (Mr ‚us 

Wie aus (23) und (24) hervorgeht, sind u,;’ und «,”” und 
ebensosehr w,” und w,”” nur in kleinen Termen erster Ordnung 
verschieden, so daß wir in den mit a oder 5 behafteten Ter 
men in (21) und (22) u,’, w,’ durch u;””, w,’” ersetzen dürfen 

Tragen wir dann noch (23) und (24) in (21) und (22) ein, 
so bekommen wir schließlich u,,w, ausgedrückt in u,”’,w,”. 

Bedenkt man aber, daß die Hamiltonsche Funktion (i 
viel mehr Terme enthielt, als wir in (9) aufgeschrieben haber, 
so wird sich verstehen, daß wir nur nach unendlich viele 
Transformationen schließlich alle periodischen Terme aus de 
Hamiltonschen Funktion vertreiben können, wodurch dies 
dann in die Form 


(25) P= 


H, (U,, 


ordinaten W,, W, geworden ist. 
meln für «,, w, in 
maßen in U., können: 


Mm; "Qn, m, (Ui, U; 2) 
Am U) £ 
Mm; m, (U: 1» 
Am (U, U) + 


cos(m, W, + m, W, + a, 


W, 


zurückgeführt, und also unabhängig von den zugehörigen Ko- 
Aus der Aufstellung der For- 
geht hervor, daß wir u,, w, folgender 
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Dy i), 


a m, (U U,) 
| Sm U,) + 
27) (Ur, Us) 

| 


| sin(m, W, + m, W, + a, t) 


cos(m, W, + m, W, + t). 


Das doppelte Vorzeichen + bedeutet nicht, daß man entweder 
das eine oder das andere zu gebrauchen hat, sondern daß das 
rechte Glied zuerst mit dem oberen, dann mit dem unteren 
aufzuschreiben ist und diese Ausdrücke zu addieren sind. 

Da die Hamiltonsche Funktion nur U, und U, enthält, 
geben die Hamiltonschen Gleichungen: 


(28) U, = konstant, 
wo «, eine Phasenkonstante ist. au 

Wir stellen uns nun vor, daß eine ungestörte Bewegungs- 
form mit Quantenzahlen u,,, u,, (ein Index 0 bezieht sich 
immer auf eine ungestörte Bahn) im Moment ¢=0 vom 
Strahlungsfelde (4), (5), gestört wird. Wir können dann mittels (26) 
und (27) den Erfolg dieser Zerstörung untersuchen. 

Allein haben wir zu fordern, daß (26) für 2=0 gibt: 


(30) (w,), ag 


Hieraus geht hervor, daß U. und w,, nur in kleine Terme 
erster Ordnung verschieden sind, Natürlich müssen wir für 
t=0 nicht nur die Gestalt der Bahn (nämlich mittels u, ,, %, ,), 
sondern auch ihre Orientierung und die Stelle des Elektrons 
auf ihr angeben. 

Würde die Bewegung gar nicht zerstört, so würden wir 
für das Elektron gehabt haben: 


Die noch fehlenden Anfangsbedingungen werden also von 
% , und «,, geliefert. 

Demnach müssen wir (27) noch die Forderung auflegen, 


vo 
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Weiter bemerken wir, daß 2.(U,, U,) in (29) sich nur jp 
kleine Terme erster Ordnung von 2; (u, 4, unterscheide 
und weil dies auch für U, und u,, gezeigt wurde, kann es auch 
von W, und w,, behauptet werden. 

Deshalb ist es erlaubt, hinter den Zeichen >), wo es nw 
kleine Faktoren a oder 5 gibt, U,, W, und «, durch u,,, w,, 
und «,, zu ersetzen. 

Künftighin nennen wir deswegen 


"Aym,,m; (Uy or Myo) einfach “ap, 
und 


(Uy oy einfach 2, 


ce Meh In dieser Weise erhalten wir für u,— u,, einen Ausdruck, 
wovon z. B. ein Term lautet: 4 
@, Leos {(2), + @,)t + «,,} — cosa,], 
wenn bequemlichkeitshalber gesetzt wird: 
Solcherweise gelangt man zu: Papa, 
2m, Mm, , Mg + o, m + O, 
| cos ( sin 3 t 


Setzen wir (29) in (27), so wird nach (31): 
w, — = [2,(0,, Uy) — Alto > = 2 


my 


über 
ö Mi Sn + Wy +e 
| ö Mm; "b Amt Wy 


2:(U,, U,) —2 (Uy % 0) 


= = + (se)... w 2 — 


Hierin haben wir noch: 
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wofür wir also noch U, — «,, berechnen müssen. Aus (26) finden 
wir mit Rücksicht auf (30): 


m Men 


| 

u Substitution in (36) bekommt man: yee: 


| Ue) - mo = „2232, 


97) 


n 
1 n 
M;, Me 


38) | 


unter Benutzung des Symbols: 


D 0 0 
(38) Dat 3 
Nun sind wir imstande, w,—w,, in (85) zu berechnen, it 


doch da wir später hauptsächlich mit m, w, + m,w, und mit 
(40) Aw = m, w, + m, w, — (m, w, + m,w, 9) 


m tun haben, schreiben wir lieber Aw aus, wieder unter 
Anwendung des Operators (39): 


m, Mas 


über 
n 
cos + - sin «| t 
"5 
+ }2sin mit On ¢ sin (* 
m m n 


Auch brauchen wir später die Größe: 
(42) AP = F(u,,u,) — F(u, 
Hierfür haben wir: 


oF 


ur. 
det = 
wi 
> 
= 
| a 
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En \ 
= 
2 
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My 0) =u (Uy 0) 


Eine analoge Formel gilt für 4G, 
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Nach Substitution von (34) und ‘tapas von (3 
halt man: 4 


m 


Me 2. = Dn 
x in 


+ 


xia, sin t cos — 


t+0 


Jetzt sind wir fertig, das eigentliche Problem anzufasse, 


§ 3. Berechnung von z,’, x, y, und y.?. 
Hörte die Störungskraft auf ¢ = r plötzlich auf einzuwirken, 
so würde das Elektron eine „ungestörte Bahn“ zu beschreibe 
anfangen mit den Quantenzahlen (w,),-. und (w,),-,. 


Setzen wir 
( 


aber verstehen wir unter g, in dieser klassischen Betrachtung 
eine kontinuierlich variable Größe (g, und g, entsprechen ı 
bzw. n’ von § 1), so haben wir: 


h 
(2a) =,-49 = (Ghar — 


(2b) 


h 
= 49 = — 
welche rechten Glieder mittels (84), § 2, zu bestimmen sind 
Bei der Berechnung von z,%, z,y, und y” hat man alse mit 
Produkten zu tun, wie: ! 


sin [ 2. + on 
| T+ m,a,, +m, 


Zur Mittelwertsbildung müssen wir mitunter mehr übe 
die Anfangswerte «,,, “,, mitteln. Alle derartige Produkte 
fallen also hinweg, ausgenommen, wenn zu gleicher Zeit p, =m, 
und p, =m, ist. Aber von den jetzt noch übrigen Terma 
verschwinden auch noch eine Menge zufolge einer zweite 
Mittelung. 


vr 


a, ty 
| 
| 8 
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na 
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Die restierenden Produkte sind ja noch behaftet mit den 
Faktoren Ms x *Am,, ‘Me oder “Am, Mg x Mo usw. und 


diese besitzen, nach (8), § 2, ausgeschrieben, Terme mit Z,, E, ~~ 
q USW. 

Da aber die Koeffizienten in den Fourierreihen (4), (5), 8 1, _ 
gegenseitig unabhingig sind, hat man: : 


8) Ban = Bun =0 fir n#g, 
L,,, #,,=%, auch fir n=g. 


Deshalb bleiben nur die Produkte mit gleichen Indizes p, = m,, 
p,=m, und gleichem Index g = n übrig. 
Berechnen wir in den restierenden 
nach (8), § 2, so finden wir schließlich mit Rücksicht auf (3) Sa 
und auf: in) 


(4) 


über: 


(5) 


In ähnlicher Weise finden wir für x,y, und y,? Formeln, 
die sich nur darin von (5) unterscheiden, daß dort der Faktor m,? 
(ror >, >) durch m, m,, bzw. m,? ersetzt ist. 

In bekannter Weise!) hat man im Falle positiver 2, 


; 2 I: (a 
(6) Ein = — =@ 


n 


während dann die Terme mit Summen im Nenner in (5) zu | 
vernachlässigen sind. Im Falle negativer 2,, hat man nur | 
die Terme mit Summen im Nenner zu betrachten und die 
anderen zu vernachlässigen und findet dann dasselbe Resultat. 


1) M. Planck, a. a. O., S. 151. 


er. 
Ssen, 
rken, 
2iben ag 
2 
tung nach der Mittelung über «,, und «,,: - 
über 
Jukte 
reiten . 


K. F. Niessen. 


Gerade wie Planck es tat!), zeigt man, dab: 


(7) T (Bin = N. = 2J/(v 
mit 
In dieser Weise gelangt man zu: Bee 
h? 
(9 a) 2. => 2 Mm, Mg + Gun) J(v,,), 
= 
(9b) DVDS m m + m) 
h? = 
” Mm, Mg 


Für das in § 1 erwähnte Problem haben wir m, =1, 
Fam = Fny Gm, m = Gm zu setzen und die Summierung 
über m, fortzulassen, wodurch die in (20) $ 1 erwähnten 
Formeln (25) für z,?, z,y, und y,? entstehen. 


$ 4. Berechnung von z. 2 
Zwar können wir schreiben: 


aber durch das Mitteln über «,, und Go weslen doch alle 
Terme fortfallen, welche die Formel (34) ins rechte Glied ein- 
u führen würde. Man sollte deshalb die Formel (34), § 2, genau 
ie bis auf Terme zweiter Ordnung abgeleitet haben, doch hierzu 
7 läßt sich die Störungsrechnung nicht anwenden, wenn es sich 
5 um eine Hamiltonsche Funktion mit unendlich viel Terme 
handelt. Darum müssen wir die Berechnung von z, auf gant 
wa andere Weise ausführen. 
Da wir das azimutale Moment u, = g, h/2a gesetzt haben, 
ist «,h/2a seine Zunahme und also gleich dem Zeitintegral 
des der Störungskräfte: 


= 2 008 tdt. 


1) M. Planck, a.a.O, S. 108. 
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Damit nicht alle Terme beim Mitteln über «,, und «,, 
fortfallen, müssen wir x und y der gestörten Bahn entnehmen. 
Wir haben also in: 


(2) . = Tn,, My an > 


m, 


mit [nach (1), (2) § 2] iy 


= mg (Uy) Ua) COS (m, w, + m, w,) 


— Gry, my (Uy, Uy) Sin (m, w, + m, 
| Yong, my = m (yy Uy) Sin (m, w, + m, w,) 
+ Ging, m (4, %,) COS (m, w, + m, w,) 


(3) 


u, und w, der gestörten Bahn einzusetzen. 

Vergleichen wir Größen, die sich auf die gestörte Bahn 
beziehen, mit den entsprechenden in der ungestörten, so daß 
wir z. B. die Differenzen Aw [(41), § 2)] und AF [(44), 82] 
einführen, so gibt eine Entwicklung nach diesen kleinen Größen: 
Tony, Me 

= Fon my (My 9» Ugo) [008 (2, ¢ + @,,) — sin(2, «,) 

+ cos (2, ¢+,) — sin ¢+4,) 4 m 

Gm, m, (2, t + @,,) + cos(2Q t+ Aw] 


(4) | 


und eine analoge Formel für ym, m,- 


Wir leiteten in § 2 für AW und AF die Ausdrücke (41) u 
und (44) ab. 
Von den damals gefundenen Reihen haben wir natiirlich 

in (4) und in der entsprechenden Formel für y„,,m, nur die 
Terme mit Indizes m,, m, in Betracht zu ziehen (dank dr 5 
Mittelwertsbildung über und «,,). Weiter ist nach (1) 
und (2) 


t 
h a 
m Mn 0 


Der Unabhängigkeit der Koeffizienten E,, usw. zu. 


folge brauchen wir in (4) nur die Terme mit Z, und in - 
entsprechenden Ausdruck für ym, m, nur die Terme mit E,. 


q 
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Werden diese nun nach «,, und «,, gemittelt, so ergebe 

sie mit Berücksichtigung von (4), § 3: 
@ 


über: 


(F, Ag My + 04.) Re £2, Im,,m; (t) dt 


(5) 


+ > | “Ln, dt, 
Dm Up : J 


wo wir die Abkürzungen einführten: 


(Sn + @,) ¢ cos sin — sin + @, ¢ 
(6) "Tn = @») sin + @ £08 0, 


(7) = tin tin ont cos @, t. 


Wir rechnen auch hier wieder nur den Fall positiver Q, 
durch und haben dann bloß die Terme mit einer Differenz in 
Nenner mitzunehmen. (Bei negativer 2, nur diejenigen mit 
einer Summe; das Resultat ist analog.) 

Nach einer einfachen Herleitung finden wir fen wir die 
Indizes für einen Augenblick fortlassen) ’ en 


jm dt 


1 sin (R — w)t 


t 


tein 


(8) 


dt, 


o)t it 2 


($2 — @)? 
Nun ist EN (6), § 


(9) EA [ dt = 0dtdo, 

und es ist aus der Planckschen Theorie wohlbekannt, dad 

solche Terme wie in (8) nur in der Nähe von » = 2 eina 

nennenswürdigen Beitrag für (9) liefern. Dort ist 


eine 


dage 


zu § 


wen! 
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dt. 


dab 


einen 


eine stark oszillierende Funktion, wibrend = 
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Q-o, 


dagegen eine groBe Periode hat. 

Es ist also erlaubt, im letzten Integral von (8) 
2-0 


sın 2 t= 3 t 


9) = _ sin(Q - o)t 


Der letzte Term ist dank seinem ersten stark oszillierenden 
Faktor zu vernachlässigen, so daß 


(10) (9) f Tsin xt 


-2,, 


=z. 


Wir sind nun gehalten, hier zu schreiben’): 


11) + E},(o,) = + = 


denn, würde nur der erste Teil von (11) in (10) substituiert, 
so hätte man dort mit einer ungeraden Funktion von zr zu 
tun, welche integriert von — 2r bis + oo, also praktischer- 
weise von — 00 bis + oc, verschwinden würde. Deshalb 
brauchen wir nur den zweiten Teil von (11) zu berücksichtigen. 
Wir finden dann für (9): 


1) Wie es Planck auch beim Rotator getan hat. 


Bien: 
zu setzen, so daß eine weitere Verwandlung führen kann zu: a 
; 
7 
ur. 
= 
| 
> 
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Noch bleibt in (5) übrig zu berechnen: 2 
(13) f dt. 
n 0 
Wahlen wir wieder den zweiten der im Doppelzeichen ent. 
haltenen Fälle, so erhalten wir nach einigen einfachen Reduk. 
tionen (unter vorläufiger Fortlassung aller Indizes): 


14 (13)=S 


Nun hat man: 


sin? pt sin? qt 


p q 
=[2(qg — p) sin? pr — p(cos 2qr — cos2pr)]:2pg 
= [(q —p)sin®pr+psin(p + g)rsin(p — 9)t]: pq. 


(13) = > Bea ($2 @)? 2a ($2 + @) 
2+ 30 = 
sin 3 % 
| + — 


Der mittlere Term ist zu vernachlässigen wegen der Summ 
im Nenner (wir nahmen 2 positiv), der dritte ebensosehr wege 
eines Faktors, der bei = stark oszilliert.1) Aus (15) folg 
deshalb in Verbindung mit [(6), (7), § 3]: 


Zur Berechnung von a z, müssen (12) und (16) in 
substituiert werden. 
1) In der Nähe von w = 0 würde der Ausdruck [ ] einen endliche 


Wert haben, der wegen J(0) = 0 nicht in Betracht kommen kann. Wit 
wechselnde Störungskräfte an. 
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Führt man wieder mittels (1), § 3, die dimensionslosen 
Größen g, ein und in Analogie mit (39), § 2, den Operator: 
D 0 


(17) Dyn Jo Oo + 09% 
(wo 9, die Quantenzahlen einer ungestörten Bewegung be- 
deuten), so wird. also gefunden: 


my ne 


§ 5. Berechnung von »,. 

Hierzu läßt sich die Formel (34) aus der Störungstheorie 
ebensowenig anwenden, wie zu der Berechnung von x. Wir 
müssen auch hier einen ganz anderen Weg einschlagen. 

Wie sich im nachfolgenden ergeben wird, können wir den 
Mittelwert der Zunahme der Energie bis auf Terme zweiter 
Ordnung genau bestimmen. Nennen wir diese 7. 

Die Energie der gestörten Bewegung kann im Momente 
t= nur von (u,),., und (w,),-. abhängen, denn wenn die 
Stérungskrifte plötzlich auf ¢ = r verschwinden, so würde das 
Elektron eine „ungestörte“ diesen Impulsen entsprechende Be- 
wegung ausführen, und da u, und uw, zu einem System von 
Separationsvariabeln gehören, hängt die Energie nur von diesen 
ab. Wir haben also: 


aH, 
| du, 0) + 6 Uy =u, (u, 3 0) 
| ö®H, (em \ 
(1) + 0) + (3% (u, Uy 9) 
WEL»: (u, M0) 
wo u, für ¢= r einzusetzen ist. Ate. 
Nun ist nis oth inte Wh 
= Q2,=2n», bite 
und deshalb 
Ou,0u, Ow Ou,’ 
80 daß wir nach Einführung von g, den Ausdruck ( ” 
trisch schreiben können als: 
Annalen der Physik, IV, Folge. 75. 50 <a," 


— 
va 
luk. 
| 
Dr; 
Ae A 
Er: 
3 
-| 
mme . 
folgt 
= a 
lichen 
Wir 


(2) | | 
I 


wo in vu und d On,/ög, v,= u,, zu nehmen ist. z, haben wir 
in § 4, 23, z,y,, y2 in § 3 berechnet. Wiare'also auch 7 be 
kannt, so würden wir y, gefunden haben. Nun ist: 3 


Damit bei der Mittelung über «,, und «,, nicht all 
Terme verschwinden, müssen wir ä,,,m, und %,,,, nicht der 
ungestörten, sondern der gestörten Bewegung entnehmen. Wir 


schreiben also nach (3), $ 4: 
agit 
ne [Fu ms (u,, Uz) sın We, + Ga, (uy; Uy) cos w,) On 
(ess ty) OP. (tty ts) 
(4 | Mg . Tig S19 . 
) m, ur Im U, | COS w,, 
(%4, uy) . ig (86 19 Uy) . 
mit 
F 


ü_ = 2, + Aw, 

wo 4w aus dem in (41), 82, für Aw gegebenen Ausdruck durd 
Differentiation gefunden wird. 

Führen wir noch nach (42) 8 2 die Differenzen AF wi 
AG ein, die ebenso wie Aw, Aw und ü, klein von der ersten 
Ordnung sind, so können wir (4) nach diesen Größen entwickel 
(bis auf Terme erster Ordnung). Da x, schon klein ist, dürfe 
wir in OF/Ou, und 0G/Ou, u, = u,, nehmen. 

Bedenken wir noch, daß sich durch Differentiation von 4 
aus (34), § 2, ergibt: 


mit 


und 
8 
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so wird es klar, daß in (4) auftreten wird: Sees be: 3 ne 
m, OF/Ou, + m,O0F/Ou, = DF/D, u E | 


und gleichfalls DG/D, u,. 
In dieser Weise wird (4), wenn die Indizes teilweise weg- 
gelassen werden: 


= Qu 
— Q[Fcos(Qt+ 


— 


sin (2 ¢ +- 


DF 
+ cos (Rt -+- 


D 
Dia Up 
wo die Koeffizienten ,,,„, und G,,,., für u, = u,, zu bilden sind, 

Da «, = m, @,, + m, &,,, brauchen wir in den in $2 für 
dw, Au; AF, AG und ü, gefundenen Ausdrücken nur die Terme 
mit Indizes m,, m, zu betrachten, da ja die anderen in (5) bei 
der Mittelwertsbildung über «,, und «,, verschwinden, 

Eine entsprechende Formel gilt für 7„,n,. Wegen der 
Unabhängigkeit der Koeffizienten Z,, usw. brauchen wir für 
die Berechnung von 7 nach (3) in z„,., nur die Terme mit 
E,, und in ¥,,,», nur diejenigen mit u aufzuschreiben. 

Wir bekommen so schließlich, mit Rücksicht auf (4), § 3: 


CS | Len COS 0, tdt 
>] » Mg 
(6) (Fri, my Gai, me) 2, Dy, Uo = n f ng dt 


é D My, Me + a) 2, n 
2 Ein ngs my (t) Ct 
0 


a Im, m w, tdt. 


und (16), § 4, ein, so erhalten wir aus (3) mit Einführung von 
9 statt uw, und mit Rücksicht auf (4), § 3: 


2 
der 
= 
mY 
lurch 
und 
arsten 
ickela 
jürfen 
T tegrale Werte h(12) 
Bi: 
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(7) 

Da die Ableitung dieser Formel im Falle von f Winkel. 
variabeln gerade analog verläuft, dank der bis jetzt beibehal- 
tenen Symmetrie, läßt sich hieraus sofort die Formel für die 
gemittelte Energiezunahme ableiten, welche J. H. van Vleck 
für diesen Fall gefunden und vorläufig mitgeteilt hat, deren 
Ableitung er aber noch geben wird.’) 

Nach Einsetzung von (7) in (2) und Anwendung der For. 
meln für z,, z?, x,y, und y,* würde nun y, sich aus (2) be. 
rechnen lassen. 


§ 6. Bestätigung der Identitäten (12) und (13) aus § 1. 
Bemerkung über die Ausbreitung zum Fall für drei Freiheitsgrade, 
Absichtlich hatten wir der Symmetrie halber m, und m, 
in den vorigen Paragraphen auf gleichwertige Weise behandelt. 
Zur Verifikation jener Identitäten müssen wir aber bedenken, 
daß z, als Zunahme einer azımutalen Quantenzahl definiert 
worden ist, und weil sie sich auf w, bezieht, haben wir m, =1 
zu setzen, die Summation über m, wegzulassen und in Uber 
einstimmung mit (17) und (18), § 2, weiter von F, und G, zı 
sprechen, wo m die Rolle von m, übernommen hat. __ 
Mit Rücksicht hierauf finden wir aus (9), 8 3: 


ry 09 in = 
über: 


was wegen (17), § 4, in den Ausdruck für 2z, übergeht, der 
sich aus der für m, = 1 modifizierten Formel (18), § 4, ergibt, 
womit die erste Identität nachgewiesen ist. 

Um die zweite zu beweisen, könnten wir zuerst y, aus (2), 
8 5, ableiten. 

Einfacher ist es aber, die zweite Identität für einen 
Augenblick anzunehmen und zu zeigen, daß sie zusammen mit 
der schon bewiesenen ersten zum richtigen Ausdruck für j 


1) J.H. van Vleck, A correspondence Prineiple for Absorption. 
Journal of Opt. Soc. of Am. and Rev. of Se. Instr. July 1924, 8. 27. 
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führt. Durch Umkehrung der Beweisführung wird dann die Eier 
zweite Identität sogleich bestätigt sein. Dr 

Nun läßt sich unter Benutzung beider Identitäten der 
Ausdruck (2), = 5, für 7 schreiben als: 


4 priser 


= 1, m, = 
und also nach (9), $ 8, mi m, mem | 


(a, + ™ 24. J(v,)-9,} 


also in Übereinstimmung mit dem schon früher [(7), § 5] ge- ID 
fundenen Wert für 7. ae 


Bemerkung über das Problem mit drei Freiheitsgraden. 

Die Schwierigkeit in der Ableitung des Planckschen 
Strahlungsgesetzes liegt hauptsächlich immer im Beweis der 
benötigten Identitäten. : 

BesaB das Atom drei Freiheitsgrade und also drei — 
Quantenzahlen g,, 9,, 9,, deren Zunahmen durch Ein- bzw. Aus- 
strahlung mit x, y,, 2, —2,, —Y,, —Z, angegeben werden mögen, 
so lehrt eine derartige Wahrscheinlichkeitsbetrachtung, wie 
wir sie im zweidimensionalen Problem hielten, daß nun die 


Identität von: sah 
89: 09 exh 


für die Ableitung des Planckschen Gesetzes erforderlich ist. 7 


Hierin “ann 22, y,z, ww. wieder mit der Störungs- 
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theorie berechnet werden. Man hat dazu nur die symmetrischen 
Formeln (9), § 3, in auf der Hand liegender Weise diesem 
Falle anzupassen. Die Schwierigkeit liegt aber in der Be. 
rechnung von z,, y, und z, genau bis auf Terme zweiter Ordnung, 

Aber wir können auch hier gleichfalls wie früher die ge | Kı 
mittelte Energiezunahme im gewünschten Genauigkeitsgrade 
berechnen nach: ge 


Ne 
de 


B é. 


wo #, y, 2 der gestörten, mittels der Störungstheorie bis auf f ru 
Terme erster Ordnung genau gefundenen Bahn zu entnehmen sind | Fi 


Wir können nun 7) analog wie früher [vgl. (2), 85] in 


Zu USW. ausdrücken. Ni 
Sind also einmal z, und y, bis in zweiter Näherung ge. 
funden, so ist auch z, in hinreichender Ganauigkeit bekannt § 1, 
Nun lassen sich in einem Atom mit drei Freiheitsgrade | y; 
immer zwei zyklische Koordinaten anweisen. Man denke nur 
an die räumliche Quantelung der Kepplerellipsen, wo man anf (! 
äquatoriales Moment p, um die Z-Achse und das totale Mo- 
ment p,, um eine Gerade senkrecht auf der Bahnebene unter- 
scheidet. di 
g ist ein in der XOY-Ebene gemessener Winkel und u 
ein anderer in der invariablen Ebene (im Falle einer Keppler. 
bewegung in der Bahnebene selbst). 
Da p, und Py in der ungestörten Bewegung konstant 
bleiben, sind g und hier die zwei zyklischen Koordinaten. 
Diese Betrachtung ist natürlich nicht wesentlich mit der 
Annahme einer Kepplerbewegung verknüpft, sondern gilt al-f (2 
gemein dort, wo es sich um kräftefreie Atome handelt, worin 
eine Rotation zu den Bewegungsmöglichkeiten gehört. p, und p, 
wählen wir dann als u, und uw, in einem Impulsensystem 
U, mit entsprechenden Winkelvariablen w,, w,, w,, den 
das Problem ist dank dem Auftreten der zyklischen Ko- 
ordinaten y und immer trennbar. 
Dies setzt uns in den Stand z, und y, in genügender f } 
Genauigkeit zu berechnen. Sie lassen sich schreiben als Zeit-f - 
integrale von Wird der Arm 
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eines solchen Momentes mittels der Störungstheorie bis auf = 
Terme erster Ordnung genau bestimmt und eingesetzt, so findet en 2 
man z, und y, bis in der zweiten Ordnung genau. Bi a 

Im Falle von mehr als drei Freiheitsgraden kann dieser 
Kunstgriff uns nicht mehr helfen. 

Die benötigten Identitäten müssen dann bis auf drei an- 
genommen werden, weil die Störungstheorie, wie wir sie in 
Nachfolgung von Epstein angewandt haben, ganz auf Ent- 
wicklungen erster Ordnung beruht und diese lassen sich wegen _ 
der unendlich vielen Terme nicht mittels einer zweiten Nähe- 
rung genauer und zu gleicher Zeit in einer übersichtlichen 
Form darstellen. 


§ 7. Berechnung von x, und y,. u 

Nähere Begründung der in § 1 angenommenen Größenverhältnisse. 

Bewegt sich ein Elektron in der XOY-Ebene, so ist nach 

Lorentz!) die zu überwindende Widerstandskraft (hier in ge- 
wöhnlichen Einheiten): 


K-24. 

Wir halten, gerade wie Planck, das Ausstrahlungsproblem 
in der klassischen Rechnung frei vom Einstrahlungsprozeß, da _ 
diese Berechnungen nur zu einer Annäherung des Quanten- 
vorganges dienen, wo Aus- und Einstrahlung doch auch frei 
voneinander stattfinden können. : 

Die Änderungen, welche n und n’ zufolge der Kräfte (1) _ 


im Zeitraum r untergehen, sind —z, und — y, und lassen 


sich bestimmen aus: wy 
2 — = |(K,«— K,y)dt 


und mit Rücksicht auf (2), §5, aus = 


4 


(8) h v, x, h Vy Yq = & K, %) dt. 35 
0 


Bahn abhängen, darf man nach Substitution von (1) in (2) und (3) 


- 


Da K, und K, nach (1) auch schon von der beschriebenen 4 7 


H. A. Lorentz, Theory of Electrons, S. 49 
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z, x, y und y einfach der ungestörten Bewegung entnehmen 
und also aus (17) und (18) § 1 berechnen (worin u, 
w, = w,, zu setzen). 

Bilden wir in den Gleichungen (2) und (3) wieder die 
Mittelwerte über die Anfangswerte «,, von w,,, 80 gibt erstere 


sofort die in § 1 für = x, erwähnte Formel (19a), während 
aus letzterer nach Subtraktion der ersteren die Formel (19b), 81, 


für ay Ya entsteht. 


Einige Betrachtungen 
über die in $1 angenommenen Größenverhältnisse., 
I. Wir setzten in $ 1 voraus, daß die Formänderung der 
Bahn zufolge der Ausstrahlung im Zeitraum r, der doch viele 
Umlaufsperioden enthalten sollte, nur gering sein würde, 
Selbstverständlich wird die Richtigkeit dieser Annahme ganz 
von der Wahl des Atommodelles abhängen. 
Uns interessieren nur die Atommodelle, welche quanter- 
theoretisch nicht allzu unwahrscheinlich sind. In Fragen be 
züglich Größenordnung können wir dann bequem das Wasser. 
stoffatom als Repräsentanten wählen, 
Untersuchen wir z. B. die Sommerfeldschen Ellipsen 
im Wasserstoffatom. 
Sobald gezeigt worden ist, daß die in der Zeit r aw 
gestrahlte Energie relativ zur totalen gering ist, können wir 
von der Gestaltsänderung der Bahn durch Ausstrahlung ab- 
sehen. Die ausgestrahlte Energie hängt nämlich von x, +9, 
ab und da diese beiden immer dasselbe Vorzeichen haben, 
können in diesem Falle x, und y, nur klein in bezug auf I 
sein und kann die Bahn sich also nicht nennenswert geändert 
haben. 

Nun kann man sich leicht eine Vorstellung machen von 
der Größenordnung der ausgestrahlten Energie, durch diese z.B, 
zuerst zu berechnen in der Voraussetzung, daß das Elektron 
während der Zeit 7, = 1/w, gerade die ungestörte Ellipse ganz 
durchläuft. 
Gebrauchen wir für die Ellipse die Gleichungen: 


(4) z=acosw, y=bsinw, 


u 
(5) 
(k: 
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de 
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wo a und 5 die halbe große bzw. kleine Achse der Ellipse 
und w die exzentrische Anomalie bezeichnet. 
Aus der Kepplerrelation folgern wir: 


7 

(k = die Exzentrizität der Ellipse). 
Während der Periode 7, wird eine Energiemenge aus- 


ans 
i] 


1 

To To 

| 

To 


Wählen wir w= 0 für 0, so w= 2n whit fir 


t=T,, so ergibt sich hieraus nach (4) und (5) und mittels 


11, ( (7 0) 3e° ( F Er 


1 — keus w)® 


Dieses ee läßt sich folgendermaßen herleiten: 


sin w _ keos*w + cosw — 2k 
=” (1—keosw)? (1—keosw 
P k cos" w + cos w — 2k 
(1 — k cos w)? 
also nach der 


k cos? w + cosw — 2k sy 
= (1 — kcosw) (— 2/k — cosw) — 2h + 2/k: ¥ 


a 


2 
2 dw 
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Das letztere Integral reduzieren wir mit: te 


d sin w cosw—k 


dw 1—keosw (1—keosw) ’ 


woraus: 
cosa —k All — keosw) + B(— — Cos w) d 
“(i — keosw) 


(1 — kos 


worin A und B leicht zu bestimmen sind. Dadurch erhält man: 


(1 — k cos w)? 1—keosw C vi-® 
In dieser Weise gelangen wir zu: 
Va (7, j= — a 


Die ursprüngliche Energie war — e?/2a, so daß die rela. 
tive Energieabnahme während einer Periode bekannt ist. 

In diesem Verhältnisse berechnen wir w, = 22/7, am 
leichtesten nach dem Satze, daß in der Kepplerbewegung die 
Umlaufszeit nur von der halben großen Achse a abhängt und 
deshalb gleich groß ist, wie in einer Kreisbewegung mit dem 
Radius a, für welche aber gelten würde: 


2 
= maa,” 
wo m die Masse des Elektrons ist. 
Führen wir noch mittels’) re 
9 ia 
2 ‘ail 
(n + 
die Sustemblte ein, so finden wir: 
_ e \? +6nn’ + 3m? 
Energie 3 (= m 


Nun würde n = 0 einem Zusammenstoß auf den Kern ent 


3 
sprechen, weshalb x > 0 ist und da weiter (5) von der 


Ordnung 10~° ist, und die ausgestrahlte Energie im Mittel 


1) Vgl. A. Sommerfeld, Atombau und Spektrallinien. 3. Auf. 
S. 289. 
2) r, ist der erste Bohrsche Radius im Wasserstoffatom. 
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Ableitung des Planckscken Strahlungsgesetzes usw. 1779 


mit der Zeit proportional sein wird, geht hieraus hervor, daß 
selbst in einem Zeitraum t, der viele (z. B. 10%) Perioden ent- 
hält, doch nur ein geringer Teil (10°) der ursprünglichen 
Energie emittiert wird, so daß die Vernachlässigung der Ge- 
staltsinderung der Bahn zufolge der Ausstrahlung erlaubt war. 

Es versteht sich von selbst, daß Obenstehendes nicht für 
sehr exzentrische Ellipsen gültig bleibt, wenn also n’ > xn. 


_ IL Weiter nahmen wir in § 1 an: 


2, <a? und Ye 
— wir für die Größen x, und 3 y, die in 88 4, ‚5 und für eu 
x}, ye die in § 3 abgeleiteten Formeln. In diesen sind die _ 
Koeffizienten F,„ und G,, von der Ordnung der großen Achse.!) — 
Wir dürfen uns also begnügen mit der globalen Annäherung: 


Einfachheitshalber können wir also nehmen: 
J, (n + n’) 
zn 3 


on 


so daß im Wesen eigentlich angenommen wurde: ei 


Jt <= m 


kräfte in bezug auf die Coulombschen klein sind, was co der 
in Frage kommenden Temperatur wohl plausibel scheint. cL 
Die Gleichwertigkeit beider Annahmen geht nämlich daraus _ 
hervor, daß bei letzterer 


1) Die exakten Ausdrücke findet man z. B. in Charlier, Mechanik © 
des Himmels. Sie enthalten neben dem Faktor a noch Besssiuhe X 
Funktionen von der Exzentrizitit. x 
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780 K. F. Niessen. Ableitung d. Planckschen Strahlungsgesetzes 

also ‘ 

no < e4/4a? 

bleibt, was in Verbindung mit hw iio 

tiv? 
1, 

tloia 


also gerade zu der vorstehenden Ungleichheit. i 


III. Weiter beruht die Betrachtung in $ 1 noch auf der 
Annahme, daß in jedem Augenblick die Störungskraft in 
nächsten Nähe des Atoms überall dieselbe war, mit ander 
Worten, daß die Wellenlänge des Lichtes 4 groß sei in 
auf den Radius des Atoms. 1 

Nun ist 

r, = 0,5 x 107-8 m 
und für violettes Licht 

2 x 107° cm. 
Selbst in diesem äußersten Falle bleibt also 


A>a. 


Hiermit haben wir schlieBlich alle in § 1 benutzten 4 
meln und Annahmen bewiesen bzw. als erlaubt anerkannt ww 
damit also das Plancksche Strahlungsgesetz für den Fall vag 
zwei Freiheitsgraden ohne Einführung neuer Hypothesen " 
geleitet. 


Utrecht, Institut fiir theoret. Physik, 22. September 1008 


(in Übereinstimmung mit (2), § 5), was zu quadratieren ist, wonach #8 


4 
1) Diese Größenordnung ist am leichtesten abzuleiten aus 7. ~ “ 
und x,’ eingesetzt werden können. 
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